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内 容 简介 


本 书 主要 介绍 计算 机 上 常用 的 数值 计算 方法 及 相关 的 基本 概念 和 理论 . 全 书 分 
为 两 个 部 分 :第 一 部 分 为 正文 , 共 包 含 9 章 内 容 ( 含 习题 ). 第 1 章 介 绍 算法 及 其 基本 
特点 和 误差 的 基本 概念 ;第 2 章 至 第 9 章 介绍 工程 上 常用 的 数值 计算 方法 以 及 相关 
的 基本 理论 . 第 二 部 分 包含 两 个 附录 . 附录 工 主 要 介绍 当今 最 流行 的 数学 软件 Mat- 
lab 在 数值 计算 方法 .最 优化 方法 以 及 数据 处 理 等 方面 的 应 用 ;附录 工 为 习题 详解 和 
参考 答案 . 本 书 突出 方法 ,突出 应 用 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 理 工科 硕士 生 、 工 程 硕士 生 数值 分 析 和 数值 计算 方法 课程 
的 教材 ,也 可 供 从 事 相关 工作 的 科研 人 员 和 工程 技术 人 员 参 考 . 
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“年 年 岁 岁 花 相似 ， 年 年 岁 岁 人 不 同 ” 在 世纪 之 交 ， 经 过 又 一 次 高 教 体制 改革 ， 强 
强 合并 后 的 新 四 川 大 学 已 成 为 我 国 西部 地 区 规模 最 大 、 学 科 门 类 最 齐全 的 新 型 综合 性 研 
究 型 大 学 

作为 新 世纪 的 献礼 ， 我 校 研究 生 教 材 建设 基金 资助 的 第 一 批 研究 生 优秀 教材 正式 出 
版 了 ， 我 在 此 表示 热烈 地 祝贺 . 

众所周知 ，21 世纪 是 知识 经 济 的 世纪 ， 国 际 竞争 空前 激烈 ， 竞 争 的 焦点 是 科学 技 
术 ， 竞 争 的 核心 是 创新 型 人 才 ， 竞 争 的 关键 是 国民 教育 ， 对 于 四 川 大 学 这 样 的 国家 重点 
大 学 而 言 ， 则 要 大 力 发 展 研究 生 教育 ， 扩 大 研究 生 规模 ， 注 重 研究 生 质 量 . 

校长 、 教 师 、 教 材 是 办 学 中 的 三 大 要 素 .。 教材 是 教学 改革 与 师 生 智 起 的 重要 的 物化 
结晶 ， 正 是 基于 这 种 思考 ， 我 校 决 定 在 以 学 科 建 设 为 龙头 的 同时 ， 和 努力 加 强 研究 生 的 教 
材 建 设 ， 通 过 各 种 渠道 筹集 了 专项 基金 ， 用 以 资助 研究 生 优 秀 教材 的 编写 和 出 版 ， 我 们 
首次 资助 的 是 有 博士 学 位 授权 点 的 学 科 专业 中 涉及 面 大 、 使 用 面 宽 的 研究 生 学 位 平台 课 
程 的 优秀 教材 ， 今 后 ， 还 将 陆续 扩大 教材 基金 资助 的 范围 ， 包 括 资助 我 校 新 增加 的 医学 
门类 的 有 关 教 材 的 出 版 

这 次 推出 的 研究 生 教材 的 基本 特点 是 : 符合 该 学 科教 学 大 岗 的 基本 要 求 ， 有 较 强 的 
理论 性 和 系统 性 。 它 既 反映 了 该 学 科 发 展 的 新 知识 、 新 动向 、 新 成 就 ， 也 反映 了 我 校 孝 
师 在 该 门 学 科教 学 与 科研 中 的 成 果 和 经 验 . 

前 人 说 得 好 : 古今 之 成 大 学 问 、 大 事业 者 ， 都 必须 经 过 三 种 境界 “昨夜 西风 凋 碧 树 
独 上 高 楼 ， 望 尽 天 涯 路 ”， 此 第 一 境 也 ;“ 衣 带 渐 宽 终 不 悔 ， 为 伊 消 得 人 慢性 ”， 此 第 二 境 也 ; 
“ 众 里 寻 他 千百度 ， 暮 然 回 首 ， 那 人 却 在 灯火 冰 明 处"， 此 第 三 境 也 ， 研 究 生 的 优秀 教材 的 
建设 应 该 算 作 一 种 “大 事业 ”本 教材 的 作者 们 对 于 研究 生 教 育 改革 的 执着 追求 ， 令 人 钦佩 
他 们 的 无 和 奉献 精神 ， 值 得 赞扬 ; 他 们 所 取得 的 教学 科研 成 果 应 该 积极 推广 ， 使 它 产生 应 有 
的 社会 效益 ， 为 百年 名 校 增添 光彩 。 我 希望 在 首 批 及 以 后 陆续 出 版 的 我 校 研究 生 教材 中 
能 出 现 “ 传 诸 后 世 ” 的 佳作 ， 更 希望 我 校 有 更 多 教授 、 名 家 动手 援 写 研究 生 教材 ， 为 建 
设 国内 一 流 、 在 国际 上 有 影响 的 新 四 川 大 学 做 出 更 大 的 贡献 


四 川 大 学 副 校长 
四 川 大 学 研究 生 院 院 长 刘 应 明 教授 

中 国 科学 院 院 士 
2001 年 3 月 8 日 


第 二 版 前 言 


本 书 第 二 版 是 基于 第 一 版 教材 近 三 年 来 授课 于 工程 硕士 数值 分 析 课 程 的 教学 实践 及 
读者 的 有 关 建 议 ， 并 融合 当前 工程 数学 课程 建设 的 改革 思路 和 教学 理念 ， 对 第 一 版 的 部 
分 内 容 作 了 调整 和 增添 ， 使 之 更 加 符合 工程 硕士 课程 教学 改革 的 需求 。 

新 版 不 仅 对 原版 教材 在 文字 上 作 了 全 面 的 修订 ， 为 了 扩大 工程 硕士 的 视野 ， 还 对 原 
版 的 部 分 内 容 作 了 新 的 补充 。 例 如 在 原版 第 4 章 线性 方程 组 迭代 方法 的 基础 上 增加 了 非 
线性 方程 组 的 迭代 方法 (Newton-Raphson 方法 和 Broyden 方法 ); 在 原版 第 6 章 一 元 
插值 和 曲线 拟 合 的 基础 上 增加 了 多 元 系统 分 析 的 基本 方法 《多 元 线性 回归 ， 逐 步 回归 和 
曲面 拟 合 等 ); 根据 Matlab 软件 第 6. 1 版 对 原版 附录 1 Matlab 及 其 应 用 的 部 分 内 容 作 
了 全 面 的 修订 。 

本 书 第 二 版 的 修订 工作 由 张 光 澄 和 张 雷 联合 执笔 。 我 们 还 要 感谢 四 川 大 学 2006 级 
和 2007 级 工程 硕士 周末 班 和 集中 班 的 学 员 对 本 书 第 一 版 文字 方面 的 修订 提出 了 宝贵 的 

本 书 注 有 “*” 的 章节 为 选 学 内 容 。 
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2009 年 1 月 
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本 书 是 作者 多 年 来 在 为 四 川 大 学 相关 理工 科 硕 士 生 、 工 程 硕士 生 、 本 科 生 、 进 修 生 开 
设 数值 分 析 、 数 值 计 算 方法 等 课程 及 所 编 讲义 的 基础 上 ,对 搜集 整理 的 大 量 材 料 经 过 充分 
酝酿 、 反 复 修 订 而 成 的 . 

本 书 在 课程 内 容 的 处 理 上 遵循 以 下 原则 : 

1. 突出 方法 ,适当 淡化 理论 . 本 书 主要 介绍 计算 机 上 常用 的 数值 计算 方法 及 相关 的 基 
本 概念 和 理论 ,强调 学 用 一 致 ,突出 算法 的 实质 和 思路 ,不 刻意 追求 理论 的 系统 性 和 完整 
性 ,注重 工程 硕士 生 带 岗 参加 学 习 的 实际 ;在 内 容 的 处 理 上 误 循 “突出 重点 ,循序 渐进 ”的 
原则 ,在 每 一 章 的 开头 大 都 安排 有 引言 ,开门 见 山 提 出 全 章 的 研究 主题 ,并 对 必要 的 基础 
知识 作 适当 的 补充 . 

2. 突出 应 用 . 本 书 结合 实际 问题 介绍 求解 数学 模型 的 常用 算法 ,并 配 有 大 量 的 数值 计 
算 实例 ,引导 学 生 主动 思考 ,激发 学 生 的 学 习 兴 趣 . 

3. 加 强 算法 实现 的 基本 训练 . 为 了 帮助 初学 者 尽快 掌握 算法 设计 的 基本 技巧 ,对 每 一 
章 中 涉及 的 主要 算法 都 分 别 介绍 了 两 种 计算 方案 , 即 手 算 方案 (表格 化 的 计算 步骤 ) 和 程 
序 设 计 方案 . 通过 从 算法 到 程序 设计 有 序 而 系统 的 训练 ,提高 学 生 从 数值 计算 到 简单 程序 
设计 的 能 力 . 

全 书 分 为 两 个 部 分 :第 一 部 分 为 正文 , 共 包含 8 章 内 容 ( 含 习题 ). 第 1 章 介绍 算法 及 
其 基本 特点 和 误差 的 基本 概念 ;第 2 章 至 第 8 章 介绍 工程 上 常用 的 数值 计算 方法 以 及 相 
关 的 基本 理论 . 这 部 分 内 容 的 设计 讲授 课时 数 为 60 学 时 . 第 二 部 分 包含 两 个 附录 . 附录 I 
主要 介绍 当今 世界 上 最 流行 的 数学 软件 Matlab 在 数值 计算 方法 、 最 优化 方法 以 及 数据 处 
理 等 方面 的 应 用 ;附录 开 为 习题 详解 和 参考 答案 .由 于 数值 分 析 课 程 研究 的 是 离散 对 象 ， 
具有 计算 复杂 、 实 践 性 强 等 特点 ,因而 初学 者 对 习题 的 解答 长 期 感到 困惑 . 为 此 ,本 书 对 所 
列 习 题 中 的 一 些 计算 题目 均 作 了 详细 解答 , 旨 在 帮助 初学 者 较 快 入 门 . 

四 川 大 学 管理 学 院 侯 泽 华 副 教授 对 本 书 的 校订 提出 了 中 肯 的 意见 ,四 川 大 学 管理 学 
院 郑 建国 同志 和 四 川 大 学 2000 居 工 程 硕士 班 学 员 刘 昌明 同学 对 本 书 附录 有 部 分 的 习题 
解答 做 了 大 量 的 工作 ,在 此 一 并 致 以 最 诚 是 的 谢意 . 

作者 十 分 感谢 四 川 大 学 研究 生 院 、 四 川 大 学 出 版 社 以 及 制造 工程 学 院 有 关 领 导 对 本 
书 编写 出 版 所 给 予 的 关心 和 支持 . 

由 于 作者 水 平 有 限 ,本 书 在 对 内 容 的 取舍、 安排 衔接、 表达 等 方面 难免 存在 缺点 甚至 
HR БЕ ЖЕНИ ПЕ. 
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2003 4 6 月 于 四 川 大 学 数学 学 院 
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第 1 章 算法 及 误差 分 析 


11 算法 简介 


11.1 数值 分 析 的 研究 对 象 


《 微 积分 学 ) 是 学 习 《数值 分 析 ) 必 备 的 基础 课程 之 一 ,这 两 门 课程 从 研究 内 容 到 研究 
方法 既 有 联系 又 有 较 大 的 差异 ,对 此 我 们 作 简要 的 比较 : 

微 积 分 学 (Calculus) 主要 研究 一 元 函数 及 多 元 函数 的 微分 .积分 和 统一 两 者 的 微分 
方程 . 以 一 元 函数 微 积分 为 例 , 一 元 函数 微 积分 主要 研究 一 元 函数 y 二 (zx) 及 其 微分 


OAE .不 定 积分 | содае ев [содае В созсо. 
微 积分 学 以 解析 运算 (或 称 符号 运算 ) 为 其 研究 工具 ,如 /(z) lim 全 ,df Cz) = 


Гадаа, | усаа РС) +С, [адде РОО РФ) -FW GER F G) = 7029), 


б ау) EE шесе, yz). 


数值 分 析 (Numerical Analysis) 则 主要 研究 数值 微分 .数值 积 分 ,数值 代数 、 数 值 微分 
方程 以 及 数据 处 理 等 等 . 它 的 研究 工具 是 算法 (Algorithm) ,包括 算法 设计 ,程序 设计 、 误 
差分 析 以 及 算法 上 机 执行 等 内 容 . 

下 面 将 简要 介绍 算法 及 其 基本 特点 . 


1.1.2 ”算法 的 基本 特点 

1.1.2.1 算法 

算法 (在 算法 设计 时 简称 Algo. ) 是 对 解 题 步骤 的 准确 描述 ,代表 解 题 的 一 系列 操作 
指令 , 即 从 输入 数据 或 信息 ,经 过 有 限 步 操作 获得 输出 数据 或 信息 . 

从 图 1 一 1 中 可 以 看 出 算法 在 求解 数学 模型 的 过 程 中 所 起 到 的 重要 作用 . 


系统 数学 模型 算法 
(system) (mathmodel) (algo) 


模型 解 жш кшш 
(model solution) (numerical solution) 


图 1 一 1 


解释 系统 


随 着 现代 电子 计算 机 和 计算 技术 的 迅速 发 展 , 算 法 的 内 容 更 加 丰富 ,大 致 可 分 为 如 下 
几 种 类 型 . 

1) 数 值 型 算法 

数值 型 算法 包括 :数据 处 理 , 即 插值 . 拟 合 、 回 归 、 列 数据 分 析 等 ;数值 微 积分 , 即 数值 
微分 .数值 积分 ;数值 代数 , 即 线性 方程 组 及 非 线性 方程 的 数值 解 ,矩阵 特征 值 及 特征 向 量 
的 数值 计算 ;数值 微分 方程 , 即 微分 方程 的 初 值 问题 及 边 值 问题 的 数值 解法 . 

2) 非 数值 型 算法 

从 数值 计算 扩大 到 信息 处 理 、 数 据 传输 ,出 现 了 相应 的 非 数值 型 算法 ,如 排序 ,查找 、 
屏幕 操作 、 图 形 操作 .菜单 设计 等 等 . 

3) 密 钥 技 术 (加 密 、 释 密 算 法 ) 

随 着 网 络 技术 的 发 展 ,信息 安全 技术 被 担 上 了 议事 日 程 ,电子 签名 数据 库存 取 控制 、 
工作 站 执行 控制 .服务 器 存 取 控 制 等 都 大 量 使 用 加 密 、 释 密 等 算法 . 

1.1.2.2 算法 的 特点 

(1) 有 效 性 . 算法 给 出 的 每 一 步 操作 都 有 明确 的 指令 ,能 在 计算 机 环境 下 执行 ,不 允许 
产生 二 义 性 . 

例 1 设 一 元 二 次 方程 az: +bz 十 c=0, 用 笛 卡 儿 (Descartes) 公 式 求 根 , 即 

ЬУ дас Б -4ас20 (二 实 根 )， 
Е 2a ; М 一 4ac<0 (二 复 根 ). 

Щ 2 —4ac2>0 时 ,x1 表示 二 实 根 ; 当 如 一 4ac<0 В, т. Ж =Й. 为 避免 产生 二 
义 性 ,算法 采用 分 支 结构 . 

Algo. 1. 1( 分 支 结构 

1° $A a,b,c. 

2° 计算 判别 式 аср. 

3° p20? 
‹ БЫР). Ур ў 

в. PD, ,£ zbi, pD 

4° 输出 zi ,z. 

DAR HE. 任何 算法 都 必须 在 有 限 步 内 完成 ,对 于 无 穷 过 程 实施 有 限 化 ,其 典型 的 方 
法 是 截断 和 离散 . 

例 2( 截 断 ) 计算 sinz 的 值 ,xE(0, 隆 ). 


解 ” 据 泰勒 (Taylor) 展 式 ,将 sinz 在 zx =0 处 展开 , 即 


是 ， 


>z. 


s 45 47 2а+1 


1 => — _ ... р)" = ... _ 
sinz== 31151 区 十 +С-1) Олар а-р 
эз 
其 余 项 R&C D rsi 《一 bx， EOD. (1 一 2) 


计算 sin0. 5, 设 在 式 (1 一 1) 中 取 n=3, 则 
2 


P. 05 05 _0.5' _ 
sin0. 550.5 ШЕЕ t -7 =0. 479 425 533, 


n 
而 Куба) =(=1)* бүсозф teo, 
ср? 
IR,(0.5)| <— 


取 8 位 小 数 , 则 sin0. 5 ^=0. 479 425 53. 这 是 因为 精确 值 sin0. 5、 近 似 值 0. 479 425 53 及 绝 
对 误差 限 0. 5 x10 “之 间 满 足 如 下 不 等 式 
lsin0.5 一 0.479 425 531 <4 x107, 
因此 所 计算 出 的 近似 值 准确 至 第 8 位 小 数 . 
例 3( 离 散 ) 在 微 积分 中 , 定 积 分 使 用 牛顿 一 菜 布 尼 兹 (Newton 一 Leibniz) 公 式 
[I dz = FG |: = ЕО Ра). 


=3. 13 X107” =0. 313 Xx 107° <0. 5 х107®. 


但 在 相当 多 的 情况 下 , 原 函数 F(z) 的 解析 式 不 能 用 初等 函数 表 出 . 例如 | Тат (正弦 
积分 ) 不 存在 初等 函数 F Cr) 使 得 Р Cr) = ®Ш®, 又 如 道 森 (Dawson) 积分 p(z) = 


< [e de 中 的 积分 | de ,仍然 不 存在 初等 本 数 FCD) 使 得 已 CD) = 


解决 上 述 求 积 问题 的 办 法 是 将 连续 问题 离散 化 , 即 用 数值 求 积 的 方法 . 
将 积分 区 间 [a,6] 分 成 个 部 分 ,如 图 1 一 2 所 示 . 令 


fifro = DA fa). a-3) 
RP f(zi) 是 分 点 z, 处 的 函数 值 ,A, 称 为 求 积 系数 . 


我 们 称 式 (1 一 3) 为 数值 求 积 公式 , 它 将 一 个 无 穷 过 程 转化 为 有 穷 过 程 , 即 通过 有 限 步 
完成 积分 计算 . 如 何 确定 求 积 系数 A, ,我 们 将 在 第 7 章 中 详细 介绍 . 


图 1 一 2 


(3) 复 杂 性 (计算 复杂 性 ). 算法 的 计算 复杂 性 是 指 计算 代价 的 估计 , 它 包括 估计 存储 量 ( 内 
存 空间 ) 和 估计 计算 量 (计算 时 间 ) 两 部 分 ,统称 为 时 空 代价 的 估计 . 
#4 RAMAR: п KEARAH 
b.(z) =a,z" Hani 3" 十 … 十 Qi 工 二 ao， 


试 计算 p,(z) 的 值 ,并 估计 所 用 乘法 的 次 数 . 


解 常规 算法 ( 逐 项 计算 ): 
1 次 项 ”1 次 乘法 
I кА 1 Кек 共计 乘法 次 数 为 1 十 2 十 3 十 … +n= 
пй 二 次 乘法 
秦 氏 算法 ( 递 推算 法 ): 
设 n=4, 则 
P.G) 一 adzt +ауа? 十 azz2 十 Qi 工 十 ao 
= 人 {[(osz+as)z+az]z+ai)z+ao， 
azta, EHS, seras, SIHO 


着 计算 一 个 4 次 多 项 式 ; 则 рс |же a 


常规 算法 :2 次 乘法 ， 


若 计 算 一 个 n 次 多 项 式 , 则 „о 
秦 氏 算法 :mn 次 乘法 . 


n(ntl) 
бё: SE 


=p. (a). 


可 见 当 nn 很 大 时 , 秦 氏 算法 的 优越 性 尤其 显著 . 该 算法 采用 循环 结构 . 


Algo. 1. 2( 循 环 结构 ) 
1° $A a, G=0,1,-,n),z,n. 
2° а>», k=1. 
3° sert Hants 
4° k<n? 
KR.k+1>k, $3; 
15,8 5, stop. 


为 了 节省 工作 单元 ,上 述 算法 中 的 数组 s( 其 下 标量 分 别 为 0,5，… 


存储 方式 ,只 需 引 入 一 个 工作 单元 s. 
Algo. 1. 3( 动 态 存储 ) 
1° 输入 ai(Gi=0,1,…，*m) хэт. 
2° a,z=>s, n=>k. 
3° z(a—(+ts)=s. 
4° k>2? 
是 ,一 1 一 人 , 转 3 
否 ,输出 s+ar-1， stop. 


,sm) 可 改 用 动态 


Ë 秦 九 部 ,南宋 时 期 我 国 杰 出 的 数学 家 ,于 公元 1247 年 写成 传世 名 著 ( 数 书 九 章 》， 
美国 哈佛 大 学 科学 史家 萨 额 (Sarton) 称 秦 氏 是 “他 那个 民族 ,他 那个 时 代 , 并 且 确 实 也 是 


所 有 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 ”。 


12 误差 分 析 


1.2.1 误差 的 来 源 


在 运用 数学 方法 解决 实际 问题 的 过 程 中 ,每 一 步 都 可 能 带 来 误差 

(1) 模 型 误差. 在 建立 数学 模型 时 ,往往 要 忽略 很 多 次 要 因素 ,把 模型 “简单 化 "“ 理 想 
化 ,这 时 模型 就 与 真实 背景 有 了 差距 , 即 带 入 了 误差 . 

(2) 测 量 误差. 数学 模型 中 的 已 知 参数 ,多 数 是 通过 测量 得 到 ,而 测量 受 工具 ,方法 、 观 
察 者 的 主观 因素 .不 可 预料 的 随机 干扰 等 影响 ,必然 带 人 误差 

(3) 舍 人 误差 . 计算 中 常会 遇 到 无 理 数 或 无 穷 有 理 数 ,如 x,e， V2 等 无 理 数 (不 尽 不 特 


环 的 数 )， 于 等 无 穷 有 理 数 (不 尽 循环 的 数 ). 由 于 计算 机 只 能 处 理 有 限 数位 的 小 数 运算 , 因 


此 对 于 上 述 数据 或 中 间 结 果 都 必须 进行 修 约 , 这 必然 产生 修 约 误差 . 

(4) 方 法 误差 (截断 、 离 散 所 致 . 求解 数学 模型 的 数值 计算 方法 绝 大 多 是 近似 公式 ,这 
种 简化 带 人 的 误差 称 为 方法 误差 , 它 是 本 课程 研究 的 主要 对 象 . 

(5) 初 值 误差 . 本 课程 中 所 涉及 到 的 迭代 公式 、 递 推 公式 均 需 要 选取 初始 值 , 而 初始 数 
据 不 可 避免 地 会 带 有 误差 ,我 们 称 之 为 初 值 误差 或 初始 扰动 . 初 值 误差 对 算法 的 影响 , 即 
所 谓 算法 稳定 性 问题 ,也 是 本 课程 的 研究 对 象 之 一 . 稳定 算法 , 即 微小 的 初始 扰动 对 计算 
结果 影响 不 大 ;而 非 稳定 算法 , 即 微小 的 初始 扰动 对 计算 结果 可 能 影响 很 大 . 

例 5 计算 含 参 数 的 积分 


ЧЕ 
2 Же ЫМ 
| птоз 
Ө же ы а шї u 
解 1+ = | dz = f'ade = 1. a-a 


Algo. 1. 4( 正 向 递 推 ) 
据 式 (1. 4) 得 递 推 公式 


L=l -Sl n=12,-.8, 
b = | -hdr = шж +5) |} = In $ = Inl. 2 = 0.182321 556. 
取 Io ~O. 182 3( 保 留 4 位 小 数 ), 计 算 结 果 用 1, 表示 ,其 数值 如 下 : 
I =0.0885, 1:=0.0575, Js=0.0458, 1,=0.0210, 
„=0.0950, Һ=—0.3083, 1,=1.6844, 1.= 8.2970. 
通过 理论 分 析 可 以 证 明 , 题 中 的 积分 І, 满足 以 下 规律 : 
对 Vn,0<I,<1(n=1,2,…,8), 且 当 n7 ,NN 
显然 Algo. 1. 4 与 理论 分 析 相 悖 . 其 原因 是 Algo. 1. 4 为 非 稳定 算法 , 初 值 1。~0. 182 
З 的 微小 扰动 将 造成 此 后 的 计算 失真 . 
Algo. 1. 5( 逆 向 递 推 一 一 改进 算法 ) 
据 式 (1 一 4) 得 逆向 递 推 公式 


тС, n=8,71, 
һ = | -Æ zde = 0. 018 836 92. 
Us =0. 018 84( 保 留 4 位 有 效 数字 ) ,计算 结果 如 下 : 
1 =0.021 23, Is=0.02433, Is=0.02847, I =0.03431, 
1,=0.04314, I, =0.05804, I =0.08839, I=0.1823. 
显然 ,Algo. 1. 5 的 计算 结果 与 理论 分 析 一 致 , 即 
0<I,<1G=8,7,6,---,1,0), H% n7, L. 
以 上 计算 结果 说 明 ,Algo. 1. 5 WIER, DII =0. 018 84 的 微小 扰动 不 影响 其 
后 的 计算 值 . 


1.2.2 ”误差 的 基本 概念 


人 们 常用 绝对 误差 或 有 效 数字 位 数 来 描述 一 个 近似 值 的 准确 程度 ,由 于 这 些 概念 早 
为 读者 所 熟悉 ,本 书 只 作 简要 令 述 . 

了 ) 绝 对 误差 与 绝对 误差 限 

设 z* 是 准确 值 z 的 一 个 近似 值 , 则 称 с с 为 近似 值 z* 的 绝对 误差 ,并 用 e" (z) 表 
示 , 即 

е‘ (х) mt (1—5) 

绝对 误差 e' (z) 一 般 无 法 计算 ,只 能 估计 出 它 的 绝对 值 的 一 个 上 限 , 即 求 一 个 正 数 

e` ,使 得 


[е" ()|=|х—х°|<є'. (1 一 6) 
满足 不 等 式 (1 一 6) 的 正 数 e* 称 为 近似 值 z 的 绝对 误差 限 , 简 称 为 误差 限 . 
2) 有 效 数字 与 有 效 数字 位 数 


设 近 似 值 z* 某 位 数 的 半 个 单位 是 它 的 误差 限 , 而 且 从 该 位 数字 到 z 最 左边 的 那个 
非 零 数字 共有 位 ( 见 图 1 —3) ,那么 我 们 把 这 位 数字 都 称 为 有 效 数字 ,并 称 z" RA n 
位 有 效 数字 . 


ШЕЛ ҮН EAE 
最 左边 的 非 零 数 
图 1 一 3 
一 个 近似 值 , 它 的 有 效 数字 的 位 数 与 它 的 绝对 误差 限 之 间 有 紧密 的 关系 - 
DBR e` ,确定 z 的 有 效 数字 的 个 数 或 者 确定 z 准确 至 某 一 数位 . 
[法 则 1] He 一 站 X10*, 则 满足 |z" 一 z| <e "的 近似 数 z' 准确 至 第 位 小 数 ， 


而 它 的 有 效 数字 的 位 数 等 于 第 位 小 数 至 第 一 个 非 零 数字 的 位 数 . 
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例 6 设 x=3.141 592 653 59… 讨 论 x 的 近似 值 的 有 效 位 数 . 
解 取 x 的 2 位 小 数 的 近似 值 z" =3. 14. 因为 


13. и-51< х107°, 
即 с =3. 14 准确 至 第 2 位 小 数 ,具有 3 位 有 效 数字 . 
取 x 的 3 位 小 数 的 近似 值 z" =3. 142. 因为 
13. 142 一 x| <4 x107, 
Вр х" =3. 142 准确 至 第 3 位 小 数 ,具有 4 位 有 效 数字 . 


(2) 已 知 x* 的 有 效 数字 的 位 数 (或 准确 至 某 一 数位 ) ,确定 z* 的 绝对 误差 限 . 
[法 则 2] 车 z" 准确 至 第 位 小 数 , 则 
=} х10^*. 
在 例 2 中 ,sin0. 5 ^0. 479 425 53, 即 准确 至 第 8 位 小 数 ,因为 
|Е, (0. 5) | = |sin0. 5 —0. 479 425 53| < х10-*. 

тйк NERE женк #3 wanhimaasspa w 
效 数字 的 位 数 有 可 能 越 多 . 

Ë 在 南北 朝 时 期 ,我 国 伟大 的 数学 家 祖冲之 以 “更 开 密 法 "获得 圈 周 率 x АЛА 
АЯ 

3.141 592 6 <x<3. 141 592 7. 

ЧАВА 79 ФА 5 З. 141 592 65, 已 准确 至 第 8 位 小 数 , 这 是 当时 世界 上 的 最 佳 结 
果 . 祖冲之 用 几何 方法 将 国 周 率 表 示 成 密 率 355 更 是 世界 数学 史上 的 冲 越 成 就 一 千 多 年 
后 德国 数学 家 奥 托 (Otto) 等 人 才 重 新 获得 这 一 结果 


习题 1 
( 略 ) 


第 2 章 非 线性 方程 的 数值 解法 


非 线性 方程 求 根 是 工程 计算 和 科学 研究 中 最 常见 的 数学 问题 之 一 . 但 是 , 除 极 少数 简 
单方 程 外 ,通常 都 难以 获得 求 根 的 简单 易 用 的 显 式 表达 式 . 因此 ,需要 研究 求 根 的 近似 值 
的 方法 . 


2.1 引言 


2.1.1 一 元 非 线性 方程 求 根 


本 章 讨论 的 非 线性 方程 f(x) =0 通常 包括 两 种 类 型 ;一 类 是 代数 多 项 式 方程 , 即 
f(z) 为 代数 多 项 式 


fa) = Уа" = а Бах + Бах" 


= 
另 一 类 是 超越 方程 , 即 /(z) 为 超越 函数 . 例如 
Ха) =хе 一 1， 
fx) =е +32. 5z 一 sec /1.79z. 

所 谓 方程 求 根 , 即 是 求 =° E [Lasd], 18/027) 三 0, 或 者 求 z" E DCR, 使 得 
fet )=0. 前 者 z* 为 f(z) =0 的 实 根 ;后 者 z" 为 fC) =0 的 复 根 . 

例 1 五 次 代数 方程 z +2r+1=0 有 五 个 根 ,其 中 一 个 实 根 , 四 个 复 根 , 即 

xi = —0. 486 389, zz, = —0. 701 874 +0. 879 6971, “s =0. 945 068 +0. 854 518i. 

例 2 三 次 代数 方程 z? 一 3z 十 1=0 有 三 个 根 , 即 

л\Є(—2,—1), жЄ(0,1), me(1,2). 

йз 超越 方程 re 一 1=0 在 (一 1, +co) 内 只 有 一 个 实 根 . 

例 4 超越 方程 x 一 Inz 一 2=0 在 [2, +co) 内 只 有 一 个 实 根 . 

对 于 非 线性 方程 f(zx) =0, 判 别 根 的 存在 性 通常 运用 微 积分 中 的 介 值 定理 . 

定理 2.1 设 /(z)ECisw 且 满足 f(a)*f(6)<0, 则 f(x)=0 在 [a,6] 内 至 少 有 一 
实 根 ; 若 f G) 0 或/(z)<0,zE[a, 站 , 则 f(z) =0 在 [a,6] 上 仅 有 一 单 实 根 或 重 实 根 (如 图 


2-1), 
Јо) fo) 
| 
图 2 一 1 


上 述 定理 是 充分 条 件 , 不 一 定 必要 . 不 满足 定理 条 件 时 会 出 现 异常 情况 . 

1) 满 足 连 续 条 件 ,但 不 满足 变 号 条 件 

在 图 2 一 2(A) 中 ,f(z) 不 满足 变 号 条 件 ,f(x) =0 无 实 根 ;在 图 2 一 2CB) 中 ,f(z) 不 
满足 变 号 条 件 , 但 fO) =0 却 有 两 个 相同 的 实 根 (二 重 根 ). 在 图 2 一 3 中 ,7(z) 不 满足 变 
号 条 件 ,但 fC) =0 却 有 两 个 相 异 的 实 根 . 


Јо) 


重 根 的 判别 条 件 是 : 
# f) =(z —z* )"g9(z) Н g(z* ) #0, 4 m=1 8, z` 38038; m>1 Bh, z 


为 m EIR. 
2) 不 满足 连续 条 件 
设 f(z) =е* +32.5z—sec /1.79z, х20. 
如 图 2 一 4 所 示 ,FCz) 在 «= 元 处 间断 ( 即 当 VI. 79x =por =1. 378 44 为 一 间 


断 点 ) ,但 f(z) =0 在 [0, +оо) БН: =0,z; =1. 341 69. 


图 2 一 4 
下 面 我 们 用 定理 2. 1 来 检查 例 2、 例 3 及 例 4 中 的 三 个 方程 . 
例 2 中 ,f(z)=z? —3х +1 在 (一 2, 一 1),(0,1),(1,2) 内 均 变 号 ,在 (一 ,十 2) 上 连 
续 , 故 由 定理 2.1,f(z) =0 有 三 个 实 根 , 且 分 别 属于 上 述 三 个 区 间 . 
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fJ 3 H, 02) =те^ —1. 因为 f(0) <0,f(1) >0, 故 在 (0,1) 内 至 少 有 一 实 根 , 且 
f'G)=G(+z)e>0, хє(—1,+«<), 
Ж f) =0 {ЕС—1, +c) 8 R#i— AER. 
例 4 中 ,f(z) =z —Inz 2, 因为 702) <0, f) >0, 故 在 (2,4) 内 至 少 有 一 实 根 , 且 
рад 210, ze[2,+%), 
故 РС) =0 在 [2, +оо) И — ЗАВ. 
2.1.2 求 根 的 精确 化 方法 


本 章 研 究 的 重点 是 求 根 的 精确 化 方法 , 根 的 精确 化 方法 通常 有 以 下 两 类 . 
1) 区 间 搜 索 法 
设 方程 fO) =0 的 一 个 实 根 zx”E [ao, 妇 ,用 区 间 搜 索 法 产生 包含 x* 的 区 间 套 (一 系 
列 区 间 ), 即 
[a,b] [ai sb: ] D Ə[a, sb] > 
设 每 一 个 区 间 的 中 点 分 别 为 


十 +b, + + 
m =. ESL r ш, -ath 
当 上 充分 大 时 , 令 z" ль. 


2) 和 迭代 法 
设 方程 fO) =0 的 一 个 实 根 z"E[a,6], 取 初始 点 zo Elab] z ЄШ(х* ,6)， 
用 迭代 公式 产生 点 列 {zt}(z=0,1,2,…), 当 充分 大 时 , 令 工 zt 


2.2 二 分 法 
二 分 法 是 一 种 最 简单 的 区 间 搜 索 法 ,适用 于 求 有 限 区 间 内 的 单 实 根 或 奇 重 实 根 . 
2.2.1 基本 一 分 法 


2. 2.1.1 问题 陈述 
0 /0) =0,Н 
GD fü) ЄС. 
(2) fla) + f(b) <0; 
(3)/'(х) 20 87 (а) <0,2Є[а,6). 
Ж fx) =0 在 [a,6] 内 仅 有 的 一 个 实 根 . 
2.2.1.2 求解 方法 
不 失 一 般 性 , 设 f(a) <0,f(5) >0( 如 图 2 一 5). 
(1) 将 区 间 [a,5] 二 等 分 ,得 其 子 区 间 [ai,b], 令 


[a, 扫 的 长 为 A=4 一 a,[ai ,如 ] 的 长 为 Ai 28, 确定 
[ar,b] 的 具体 做 法 是 : 


] 
! 
! 
! 
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第 一 步 , 取 [ow 如 的 中 点 z | — 225. 
第 二 步 ,检查 :f(zo) =0? 


是 ,zo 过 xz" ， Stop. 


否 ,再 检查 : f(z) >0? 
是 ,a 之 ai ,I 过 hb ,得 [a *hJ)= [| 222], 


Baa bb, Га b J=[222.,]. 


‹ФЖ Га, ,bi] 再 次 二 等 分 得 其 子 区 间 [as ,bo], 令 其 长 为 As —° >. 仍 取 [al ,bo] 的 中 


+bi 
Ka = h, 


重复 (1) 中 第 二 步 的 做 法 ,得 [as А7 Саз 67 Га 225 Ra] 


(3) 设 已 搜索 次 ,由 此 得 一 区 间 套 
[a,b] [а,Ь] [а,Ь], 


其 中 ,区 间 [ou,6] 的 长 А, 558. z" e[a,,b,JBD29 /(z) =0 在 [a, 纪 内 的 一 个 实 根 ， 


M k RAKE, Ф n= а Ы) еа". 


2.2.1.3 误差 估计 
因为 f(z) =0 的 一 个 实 根 zx”E [as ,名 ], 如 图 2 一 6 所 示 , 所 以 


а ==" <a 6258. 


š С 
Я a b, 


图 2 一 6 
若 给 定 z, 的 绝对 误差 限 为 e, 则 |z 立 一 z" | <e, 由 此 可 确定 二 分 次 数 


25 

k=| 8 2 |. 

182 

Ж 人 取 大 于 括号 中 数 的 最 小 整数 . 

2.2.1.4 手 算 方案 

例 5 求 /(z)=z 一 3z 十 1=0 在 [0,1] 内 的 一 个 实 根 ,要 求 精确 至 3 位 小 数 . 
解 第 一 步 ,确定 二 分 次 数 . 


因为 e=4 xio, b-a=1, 


所 以 k =) =[9. 97]~10. 
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即 是 说 ,所 求 根 欲 达 到 给 定 的 精度 ,需要 二 分 10 次 . 
第 二 步 ,列表 计算 ( 见 表 2 一 1, 保 留 4 位 小 数 ). 


n TŒ 


fG) 


存根 区 间 


f(0) =1>0 


f(0. 343 8) >0 


[0. 343 8,0. 375] 


7а) = -1<0 


f(0. 359 4) <0 


[0. 3438,0. 3594] 


70. 5) <0 


/00. 351 6) <0 


(0. 3438,0. 3516] 


70. 25) >20 


70. 347 7) <0 


[0. 3438,0. 3477] 


70. 375) <0 


700.345 8) 20 


[0. 345 8,0. 3477] 


Ре 


70. 3125) >20 


70. 346 8) >0 


所 以 zx ель = (0. 346 8+0. 3477) =0. 347350. 347. 


222 ”二 分 法 算法 设计 


设 /(z) =0,/(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 在 区 间 两 端点 变 号 ,欲求 该 方程 的 实 根 通常 采 


用 两 个 步 又 . 


第 一 步 ,用 逐步 扫描 法 搜索 较 小 的 存根 区 间 . 计算 时 可 以 从 左 端点 z =a 出 发 , 按 选 


[0. 346 8,0. 347 7] 


定 的 步 长 A 一步 一 步 地 向 右 跨 , 每 跨 一 步 检查 是 否 是 变 号 区 间 . 若是 , 则 该 步 内 必 有 实 根 


步 长 的 选择 视 具体 情况 而 定 . 显然 在 扫描 过 程 中 步 长 h 选择 得 足够 小 ,就 可 以 得 到 满足 一 
定 精度 的 根 的 近似 值 ,但 这 种 方法 一 般 不 可 取 , 通 常 只 要 搜索 出 包含 根 的 一 个 较 小 的 分 布 


区 间 就 可 以 了 . 具体 做 法 见 算法 Algo. 2.1. 

Algo. 2. 1( 逐 步 扫描 法 ) 

1° 输入 a,b,h. 

2° 1—>flag. 

3° f(a)—=s. 

4° ath<b 和 s* f(a+h)>0? 
是 ,a 二 h->a, 转 3"; 
否 , 转 5°. 

5° a+h>b? 
是 ,0>flag, 转 6°; 
否 ,a 十 h->b, 转 6". 

6° flag=1? 
是 ,输出 a,b， stop; 
否 , 输 出 Пав, stop. 


第 二 步 ,在 变 号 区 间 内 , 若 /(z) 满 足 单调 性 , 则 用 基本 二 分 法 求 根 , 见 Algo. 2. 2. 


Algo. 2. 2( 基 本 二 分 法 ) 
1” {A abse. 
o atb 


2° — =. 
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3° f(z)=0? 
ЖЕ, ШН х, stop; 
т.8647. 

4° Са) + fla) <0? 
Erb; 
Bra. 

5° [6-а| <e? 


是 ,2 二 2-, 输 出 z， stop; 


二 分 法 方法 简单 ,但 收敛 速度 慢 . 例如 求 方程 /(z) Sre 一 1 =0 在 [0,1] 内 的 一 个 实 
HLAM e= x107, 17 次 二 分 (=17) 得 到 
[а,б ]=[0. 567 139,0. 567 146]. 
Ф z" zm = (an +ba) =0. 567 142 50. 567 14. 
二 分 法 适 于 求 单 实 根 ,不 宜 于 求偶 重 根 ,更 不 能 求 复 根 . 


2.3 ”迭代 法 


如 本 章 引 言 中 所 述 ,迭代 法 是 一 种 逐次 盈 近 的 方法 , 它 是 求解 方程 或 方程 组 的 一 种 基 
本 方法 ,在 科学 与 工程 计算 中 经 常 使 用 . 下 面 将 介绍 几 种 常用 的 迭代 方法 ,并 且 讨论 迭代 
方法 的 收敛 性 ,收敛 阶 (速度 ) 以 及 误差 估计 . 


2.3.1 简单 迭代 法 


2.3.1.1 AA 
通过 代数 恒 等 变 形 , 将 方程 fO) =0 化 成 与 之 等 价 的 方程 工 一 PCz)， 
一 Y(z) 是 一 个 隐 式 方程 , 它 只 是 形式 上 解 出 了 z. ERAR =p) ERAI MS 
хез фа), @-1) 
给 定 初 值 zo。E[a, 站 ,重复 代入 式 (2 一 1) Е (аъ ао 
令 limze =r" ,只 要 g(x) 连续 ,就 有 
тла = тра) =p(limzs), 
即 х* =g). 
这 里 xz" 是 z=g(z) 的 根 , 亦 即 /(z) =0 的 根 . 
定义 2.1 式 (2 一 1) 即 zi = 二 g(zi) 称 为 简单 迭代 公式 ,其 中 wp(z) 为 迭代 函数 . 给 定 
PI ло BERARO- DPR tehi. 
шл. art 
则 z* 满 足 z" Spl) а" H z==ge(z)09JS3hss BAE Sa) =0 的 根 . 
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上 述 通 过 简单 选 代 公式 求 方程 根 的 方法 称 为 简单 迭代 法 . 
例 6 Ж/(тю=лх*%*—3х+1=0 的 三 个 实 根 . 
解 ” 通 过 恒 等 变 形 , 将 S) =0 化 为 等 价 方程 =p(z), 有 如 下 三 种 形式 : 


2-21-66), «=з 2 =p(z), х= 32 1 ба). 
由 此 构成 三 个 选 代 公式 , 即 
_а+: 
жы 27, 
үй 
Titl “з-д? 
жна = / 3xa —1. 


(2-2) 


(2 一 3) 


(2—4) 


我 们 知道 原 方程 x 一 3 十 1=0 在 (一 <, 十) 内 的 三 个 实 根 分 别 分 布 在 (一 2, 一 1)， 


《0,1) ,(1,2) 三 个 区 间 内 . 


(1) 采 用 和 迭代 公式 (2 一 2) 及 (2 一 3), 取 同一 初 值 zo。=0. 5, 计 算 原 方程 在 (0,1) 内 的 一 


个 实 根 . 
将 迭代 公式 (2 一 2),(2 一 3) 分 别 记 为 
ват, has 
Trk 


列表 计算 ( 见 表 2 一 2, 保 留 6 位 小 数 ). 


表 2 一 2 
k x x | = a 
0 | 0.5 |_ 0.5 0. 347 303 0. 347 297 
1 0. 375 0. 363 636 0. 347 297 0. 347 296 
2 0. 350 911 0. 348 703 0. 347 296 0. 347 296 
3 | 0.347 737 0.347414 0. 347 296 m 
4 0. 347 350 0. 347 306 = == 


由 表 2 一 2 可 知 , 两 个 迭代 公式 分 别 通过 8 次 迭代 和 7 次 和 迭代 ,计算 结果 均 准确 至 第 


6 位 小 数 , 即 
27 ~zs =0. 347 296, =" ету =0.347 296. 
《2) 采 用 迭代 公式 (2 一 4), 即 
m =a]. 


分 别 取 初 值 z? =1.5,д{® = 一 1. 5, 计 算 原 方程 在 (1,2) 及 (一 2, 一 1) 内 的 两 个 实 根 


AR 2 一 3, 保 留 6 位 小 数 ). 
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表 2 一 3 


Y Кт 20 

0 1.5 —1.5 

1 1. 518 294 —1. 765 174 
2 1. 526 189 —1. 846 478 
3 1. 529 571 —1. 870 022 
4 1. 531 015 —1. 876 731 
5 1. 531 631 —1. 878 633 
6 1. 531 893 —1. 879 172 
7. 1. 532 005 —1. 879 325 
8 1. 532 053 —1. 879 368 
9 1. 532 074 —1. 879 380 
10 1. 532 083 1.879 383 
11 1.532 086 —1.879 385 
12 1. 532 088 — 1.879 385 
13 1. 532 088 Фе 


由 表 2 一 3 可 得 z; ~ri? =1. 532 088( 准 确 至 第 6 位 小 数 ) ,zz ~ri? = —1.879 385 
(准确 至 第 6 位 小 数 ). 

(3) 读 者 自行 验算 以 下 结论 :对 于 和 迭代 公式 (2 一 2) 及 (2 一 3) ,如 果 在 区 间 ( 一 2, 一 1) 或 
区 间 (1,2) 内 取 初 值 , 则 这 两 个 迭代 公式 产生 的 点 列 不 收敛 于 该 两 个 区 间 内 的 根 . 同样 ,对 
于 迭代 公式 (2 一 4), 如 果 在 区 间 (0,1) 内 取 初 值 , 则 该 迭代 公式 所 产生 的 点 列 也 不 收敛 于 
该 区 间 内 的 根 . 换 句 话 讲 , 不 能 用 迭代 公式 (2 一 2) 及 (2 一 3) 求 原 方程 在 (一 2, 一 1) 及 (1,2) 
内 的 两 个 实 根 ,也 不 能 用 和 迭代 公式 (2 一 4) 求 (0,1) 内 的 一 个 实 根 . 

综 上 所 述 ,一 个 方程 f(x) =0 所 构成 的 简单 迭代 式 т. =gp(zs) 是 否 收敛 于 该 方程 
的 根 , 既 与 迭代 函数 g(z) 有 关 , 也 与 初 值 хо 的 选取 有 关 . 

2.3.1.2 选 代 法 的 几何 意义 

如 图 2 一 7 和 图 2 一 8 所 示 , 将 方程 1(x) =0 化 为 等 价 方程 + =p(z), 从 图 形 上 看 ， 
f(z) =0 的 根 zx* 即 是 直线 y=z 与 曲线 y =p(z) 的 交点 (不 动 点 ) 的 横 坐 标 . 在 图 2 一 7 
中 ,曲线 y=g(z) 位 于 直线 y=z 的 下 方 , 任 给 初 值 zo, 选 代 式 т. рь kak y z" ;而 
在 图 2 一 8 中 ,曲线 y=p(z) 位 于 直线 y 一 x 上 方 , 任 给 初 值 zo ,迭代 式 л. 二 plz) 不 
收敛. 
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2-7 图 2 一 8 
以 上 我 们 从 几何 图 形 上 给 简单 选 代 法 作 了 粗略 的 解释 ,并 且 看 到 了 收 和 敛 与 不 收敛 两 
种 情形 ,至 于 造成 迭代 法 敛 散 的 原因 我 们 将 在 后 面 作 进一步 的 分 析 . 
2.3.13 算法 设计 
Algo. 2. 3( 简 单 迭 代 法 ) 
1° 输入 zo,e,N( 最 大 迭代 次 数 ). 


plzo) rx, Ik. 
1—flag. 
° k<N? 
k +lk, 65°; 
86 6°. 
5° |z—z|>e? 
JE,z—zop(zo) >z $ 4; 
否 , 转 6 
6° #k>N,0—Ílag; 
若 flag=1, 则 输出 z， stop; 
# Пав =0, 则 输出 flag( 算 法 失败 ). 


2.3.2 ”加 速 迭代 公式 


当 和 迭代 公式 收敛 很 慢 时 ,我 们 可 以 从 工 =9Y(z) 出 发 构造 出 新 的 迭代 形式 ,以 加 快 收敛 
速度 . 

2.3.2.1 松 驰 法 (预报 一 校正 公式 ) 

对 于 给 定 的 初 值 z, DT 一 g(z) 作 为 第 次 迭代 的 预报 值 ,将 z, 与 z+1 作 加 权 平 
均 ; 令 tiri “шу хы 十 (1 Swi) 作 第 k 次 迭代 的 校正 值 ,从 而 形成 加 速 迭代 的 预报 一 


2 
3 
4 


{= =), PEN 


жуа =u Tai H —ш„)л. 
Hep w = HAAF, B 
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L=g (r) ~y 0, 
£==z +003 ar"), 9E(0,1). 
容易 证 明 , 校 正 值 xi+: 较 之 于 预报 值 zt++ 更 接近 于 z" .事实 上 
Zea Tr =g(z.) -plr ) =g (PT —z* ) 
ар (да) (a, —z* ) =L(z, —z*). (2 一 6) 
从 式 (2 一 6) 中 解 出 x* ,有 


а а рр ерун жа-рра 


=u, туы Hw) T елына. 


2.3.2.2 埃 特 金 (Aitken) 加 速 选 代 公式 


ЗАЛЕ ЫА ча ту Aitken 提出 两 次 校正 的 加 速 闪 代 公式 
Te 一 (ze)， 
Žr тебе, бг» 
ma а EE, 
Liti 一 2 Tiri 十 
容易 证 明 ,zt+; 较 之 zi: 更 接近 z. 事实 上 
а" =Z +” жн 
= Hel) фб) 
= + Юа" ы). (2 一 8) 


A p O nD еа) ,并 将 其 代入 式 (2 一 8) 解 出 zx ,得 到 


Leti TIt 
а" аа a EED „ш, 
Zrii 一 2 Tiri +хь 
例 7 设 如 一 3z 十 1=0, 试 分 别 用 加 速 迭代 公式 (2 一 5) 及 (2 一 7) 计 算 方 程 在 区 间 
(0,1) 内 的 一 个 实 根 . 
解 (1) 选 用 简单 迭代 公式 (2 一 1) 作 预报 ,用 松 驰 公式 (2 一 5) 进 行 计算 , 即 


Е T 
PoF L 


дан =u Tisi +(1 а) хь. 


1 


ЕНЕ К УКЕ 
其 中 ,ws Siga) l- 
取 xo =0.5, 列 表 计 算 (保留 6 位 小 数 ) ,其 结果 见 表 2 一 4. 
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k = Wwe Tati 
0 0.5 1. 333 333 0.375 000 
1 0. 333 333 1. 125 000 | 0.345 679 
2 0. 347 222 1. 137 091 0. 347 287 
3 0.347 296 1.137 158 0.347 296 
4 0. 347 296 一 — 


由 表 2 一 4 可 得 ,xz" ~r =0. 347 296( 准 确 至 第 6 位 小 数 ). 
《2) 用 Aitken 加 速 公式 (2 一 7) 进 行 计算 , 即 


时 И 
mna =g) ŽEH, 


ы? +1 
5, 


Р =pl) = 


рн “> 2 
=Z, T 
Titi STi — = . 
Zi 一 2 20+) +z, 


{ЛЖ xo =0. 5, 列 表 计算 (保留 6 位 小 数 ) ,其 结果 见 表 2 一 5. 


表 2 一 5 
k РА Е Zen 
0 0.5 0.375 | 0.350911 


0.345161 
0. 347 296 


0.347040 0.347 265 


运用 Aitken 加 速 公式 (2 一 7) 计 算 , 只 需 两 次 迭代 便 得 到 与 前 面 同样 的 结果 . 


在 例 6 中 ,我 们 曾 建议 读者 验算 简单 兴 代 公式 (2 一 2), 即 zn TEERADA 


取 初 值 时 不 收敛 . 
现 若 取 初 值 z =1. 5e (1,2), 用 简单 迭代 公式 (2 一 2) 作 预报 ,用 Aitken 加 速 公式 (2 
一 7) 计 算 ,经 5 次 迭代 可 求 得 原 方程 根 的 一 个 较 好 的 近似 值 xs , 即 
工 " лу =1. 532 088( 准 确 至 第 6 位 小 数 ). 
例 8 RHE re —1=0 在 区 间 (0,1) 内 的 一 个 实 根 . 
解 〈1) 用 简单 迭代 法 构造 迭代 公式 , 即 
z+ FE 
取 初 值 zx =0. 5, 和 迭代 23 次 得 zs =0. 567 143( 淮 确 至 第 6 位 小 数 ). 
(2) 用 加 速 迭代 公式 (2 一 5) , 即 
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xa ы 
Zea =u Tin HO а) ль. 


=0. 622 459. 


„йз. „ыд Су 

其 中 ,wo 一 005) Fe 

取 хо =0. 5,®{% 3 次 得 zs =0. 567 143. 
2.3.3 (Мемо) 


2.3.3.1 Newton 和 迭代 公式 

简单 迭代 是 将 非 线性 方程 ГС) =0 通过 代数 恒 等 变 形 ,将 原 方程 化 成 等 价 方程 一 
q《z) ,从 而 形成 迭代 式 ti =ф(л„). 

Newton 迭代 法 则 是 将 非 线性 方程 f(x) =0 在 zo 点 展开 , 即 


а) С Сас аа) + © саса), 
并 令 р(х) = f(zo) + f ° (zo) (z ло). 
用 线性 方程 pC) =0 近似 替代 非 线性 方程 fa) =0, 再 从 р(х) =0 中 解 得 
_ fu) 
f Сб)” 
并 令 ==, 一 站 各 作为 fG -0 的 根 的 第 一 级 近似 值 .一 般 地 , 记 
жез -а- 80), (2—9) 


作为 方程 f(z) =0 的 根 的 第 k +1 级 近似 值 . 

我 们 称 公式 (2 一 9) 为 Newton 迭代 公式 ,其 中 z, ЭЖ k 次 迭代 的 初 值 . 

Newton 迭代 公式 (2 一 9) 也 可 以 由 加 速 和 迭代 公式 (2 一 5) 导 出 . 设 f(x) =0 的 等 价 方 
程 为 -=z 十 /(z), 由 此 构成 简单 选 代 式 хы =n 十 有 (zx), 按 式 (2 一 5) 写 出 加 速 迭代 公 
式 为 


=== 


人 == +f(a,) Spl), 


эе (2—10) 
Tiry =u Zisi + (lw) Th. 


ga сї 
т) у”? 


Жа -一 一 代入 式 (2 一 10) 的 第 二 个 式 子 , 即 得 


f G) 
fz) 
Z == A 
这 就 是 Newton 迭代 公式 . 


例 9 用 Newton 和 迭代 法 求 方程 ze* 一 1 =0 在 区 间 (0,1) 内 的 一 个 实 根 . 
解 ” 据 式 (2 一 9) ,本 例 的 Newton 迭代 公式 为 
nel ne 


nk a aT з FL 


19 


ВИН =, =0. 5, 列 表 计 算 (保留 6 位 小 数 ) ,其 结果 见 表 2 一 6. 


#2-6 
| = k = 
° | 0.5 3 0.567143 
1 | 0.571 020 4 0.567 143 
2 | _ 9.567156 — | 一 


由 表 2 一 6 可 得 z* ~z =0. 567 143( 准 确 至 第 6 位 小 数 ). 

与 例 8 中 的 简单 迭代 法 比较 , 取 同 一 初 值 ze =0. 5, 简 单 迭代 法 经 23 次 迭代 得 za = 
0.567 143, 用 Newton 迭代 法 经 4 次 迭代 即 得 z, =0. 567 143. 

例 10 用 Newton 迭代 法 求 方程 z' 一 3z 十 1=0 的 全 部 实 根 . 

М ZH Newton 迭代 公式 有 
好 一 3zt 十 1 

34-3 ° 

分 别 取 初 值 z$ =0. 5,2029 =1. 5.20 = 一 1.5, 并 列表 计算 (保留 6 位 小 数 ), 其 结果 

见 表 2 一 7. 


Titi 一 并 一 


表 2-7 
¿ ЕТ z EJ 
0 0.5 | 1.5 _| —1.5 
1 0. 333 333 1.533 333 —2 066 667 
2 0.347 222 1.532 091 —1. 900 876 
3 0.347 296 1. 532 089 1. 879 720 
n 0. 347 296 1.532 089 Z1. 879 385 
5 = = 1.879385 
6 二 | = = 
? Е = = 
由 表 2 一 7 可 得 


а 200 =0. 347 296, т; ~x? =1.532089, z? -=zxË = 一 1. 879 385. 

将 上 述 结果 与 例 6 中 的 简单 和 迭代 法 作 比 较 , 显 然 用 Newton 迭代 法 能 以 更 快 的 速度 
收敛 于 原 方程 的 三 个 实 根 . 同时 我 们 还 看 到 ,用 一 个 Newton 迭代 式 可 同时 求 得 原 方程 的 
三 个 实 根 , 而 用 简单 迭代 法 需 用 不 同 的 迭代 式 才能 求 三 个 实 根 . 

2.3.3.2 Newton 迁 代 法 的 几何 意义 

如 图 2 一 9 所 示 , 方 程 fO) =0 的 解 就 是 曲线 y=f(zx) 与 z 轴 交 点 的 横 坐 标 z'. 设 
хь 为 初 值 ,过 点 (x,f 了 (ze)) 作 y=/(z) 的 切线 , 则 切线 方程 为 

y—fG,)=f aar). 
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它 与 工 轴 的 交点 横 坐 标 ( 令 ?一 0) 为 


EX 


图 2 一 9 
Фа z JO Шав k А. 
2.3.3.3 算法 设计 
Algo. 2. 4(Newton 迭代 法 ) 
1° 输入 tose N. 
2° 计算 flo), f Go), 


4° 1—k,1—Ílag. 

5° k<N? 
Ek Hik, $E 6° 
否 , 转 7". 

6° |z 一 zo|>e? 


是 ,zzovzo -peet 5°; 
68°. 
7” X k>n,0—>flag. 
8” 若 flag=1, 则 输出 r; 
Ж flag=0, 则 和 输出 flag( 算 法 失败 ). 
2.4 和 迭代 法 收敛 性 分 析 


下 面 给 出 简单 迭代 法 (包含 Newton 迭代 法 ) 收 敛 性 定义 以 及 判别 和 迭代 法 收敛 性 的 两 
个 重要 定理 . 


2.4.1 收敛 性 定义 


定义 2. 2( 非 局 部 收敛 或 全 局 收敛 ) XV хо € [a,b], HERR tii 二 g(x) 所 产生 
的 点 列 收敛 , 即 limze =" , 则 称 ze =g(zO£r[a,b] ЕР х". 
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定义 2.3( 88k) 车 存在 r 的 菜 邻 域 R={z||z 一 zx" |<}, XF Vz € R, H 
дан Solr) ВТУ ЕЙ ЯД ЭПК, ШИК zi SDE R ERAF z". 


2.4.2 收敛 性 判别 条 件 


定理 2. 2( 非 局 部 收敛 判别 定理 ) 设 лы Spl) HP фз). 
(1) 闭 合 条 件 , 即 对 VzE[a,6b],g(z) Elab], 
(2) 压 缩 条 件 , 即 对 YreE[a,5b],30<q<1, 使 得 |yg CG) | <q, 
则 有 如 下 结论 : 
Mani =p(za) 在 [a, 妇 上 惟一 地 收敛 于 z" , 且 х" =pl), 


Dla- IST Iza al. @-11) 


上 述 定理 称 为 存在 一 收敛 性 定理 ,又 称 为 康 托 诺 维 奇 (Kantorovich) 分 析 . 
证 明 首先 证 明 收敛 性 . 
因为 дан 2° =pl) plr") =p (zz), 
故 [zs —z* Slp O] * |z, —z* |<qlz, —z° |. (2—12) 
反复 递 推 式 (2 一 12) 得 
lza —z* |< —z° | 
<q |=: | 


< 入 |zo 一 z |. (2—13) 
又 因为 9<1, 当 人 ~co 时 ,由 式 (2 一 13) 得 
\л,—х* |0, hlimz =z", 
即 是 说 ,{ zs} 对 [ae, 纪 上 的 任意 初 值 均 收 贫 于 工 ”. 
再 证 明 误差 估计 式 (2 一 11). 
由 [Et < | 


| 


<e |z 一 zl， (2—14) 
因为 
дань Ir = (TZirp 一 Tt+p1) T Thtpi рс) 十 十 (ZHI —ху), 
所 以 
|хҥ+,—хь| Гаа аьа | Гавр Erpe) He + |rt Ze | + |же aale 
据 式 (2 一 14) 有 
|z Taa | <q"! zn =a | +q ?zen Saa | += Halti —z | + lte —л | 
=(P Hg? Heg +1) [аьа 2] 
LT lz — l. (2—15) 
1—4 
固定 k, po, 由 式 (2 一 15) 得 
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lz* 1 раа =], 
Ж (1) 上 述 不 等 式 中 4g 的 指数 规律 为 
(k+1) 一 1 =k 一 0 二 k( 见 式 2—14). 
(k+p)—(k+1)=(k+p—1)—k=p—1 


k+p-D 一 (十 1) =(k+p—2) —k=p—2 
pr Tm pe 


(k+2)—(k+1)=(k+1)—k=1 

(2) 误 差 估计 式 (2 一 11) 的 作用 : 

ig q<, A 0<1—q<1. 5 |: 一 | <<(1 一)e =e 时 ,由 式 (2 一 11) 可 得 | 一 x* | <=. 这 
就 是 迭代 误差 事后 估计 方法 的 理论 依据 . 

定理 2. 2 的 条 件 很 难 检验 , 故 在 应 用 中 通常 采用 局 部 收敛 性 定理 . 

定理 2. 3( 局 部 收敛 判别 定理 ) 设 za Spa) R= (х |152" |<8},Ж# р(х) 
满足 : 

(Dg (WDE R 内 连续 ， 

(2 |z (z*)|<q<1, 
则 有 与 定理 2. 2 相似 的 结论 : 

Dari = фб) R Е—Ж Р r 


(2)1z 一 z 11а — l. 


读者 不 难 证 明 , 当 迭代 函数 p(z) 满 足 条 件 (1),(2) 时 ,p(z) 在 R 上 满足 闭合 条 件 和 
压缩 条 件 , 由 此 得 到 与 定理 2. 2 相似 的 结论 . 但 是 定理 2. 3 中 的 条 件 (2) 不 易 检 验 ,通常 用 
lg (zo)1<q<1 替代 ,其 中 z € R. 

例 11 设 方程 一 3z 十 1=0, 考 察 求解 该 方程 的 简单 迭代 式 (2 一 2),(2 一 3) 及 (2 一 4) 
在 三 个 根 附近 的 收敛 性 . 

解 分别 取 三 个 存根 区 间 内 的 初 值 为 z, =0.347,z; =1. 53,zs 一 一 1.88. 

(1) 考 察 选 代 公式 (2 一 2 有 


因为 
|g#'Ga)| =0.120409<1, 1g'(zz)|=2.3409>1， |g'Ga)| =3.5344>1, 
故 据 定理 2. 3 迭代 公 式 (2 一 2) 在 > 附近 收敛 ,而 在 rz ,zs 的 附近 判别 失效 . 
(2) 考 察 迭代 公式 (2 一 3) 有 


zm -a ga) == ZG) =G Era. 
因为 
lg Cx)|=0.08<1, lg (zz)|=7.04>1, lg (z3)|=13.16>1, 
故 据 定理 2. 3, 和 迭代 公 式 (2 一 3) 在 z, 附近 收敛 ,而 在 ,zs 附近 判别 失效 . 
(3) 考 察 迭代 公式 (2 一 4) 有 
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ma = Yaz l, ф(ж)=(3х—1)%, Ф (0) 032-1004. 
因为 
lg Cx)|=1.135>1, |g'CGz)|=0.744<1, |ф'(а;)| =0.395<1, 
故 据 定理 2. 3, 和 迭代 公式 (2 一 4) 在 z+ 及 zs 附近 收敛 ,而 在 z, 附近 判别 失效 . 
下 面 给 出 定理 2. 3 的 一 个 推论 . 
推论 2. Newton 选 代 法 在 单 实 根 邻 近 处 局 部 收敛 . 


证 设 /(z) =0 的 一 个 单 实 根 为 z* ,在 Newton BRAR ae = -LAE h 


(x) 
pa) =r- D, 
paS. 


因为 z* 为 F(z) =0 的 一 个 单 实 根 , 所 以 
Уба) 02-27000), Hga) +0. 


而 S'a 0а —z* f(x) +g(z* ) =g(z` ) 50, 
故 g'G@*)=0. 
据 定 理 2. 3, 推 论 2. 1 成 立 . 
例 12 方程 ze" 一 1=0 在 [0,1] 内 有 一 个 实 根 ,考察 办 代 法 的 局 部 收敛 性 . 
(1) 考 察 简单 迭代 法 . 
由 原 方程 构造 简单 迭代 式 有 
== =e Tg 
其 中 g@(z)=e, g'(z)=-—e". 
取 xo =0.5, 即 有 


Ф Czo) = —e™™ = —0. 606 5, 
Ф Ско) 10. 6 <1. 
лан е fg 0. 5 ЛССР Е. 
(2) 5 Newton 迭代 法 . 
由 原 方程 构造 Newton 迭代 式 有 


тш Жы 
1+5, ° 


据 推论 2. 1, ОКЕ ДЫЯ х" e[0,1JElir ЙИ. 

还 可 以 证 明 上 述 简单 迭代 式 及 Newton 迭代 式 的 非 局 部 收敛 性 , 即 在 区 间 [0,2] 上 收 
敛 于 原 方程 的 一 个 实 根 . 

例 13 求 /c (c>0) 的 近似 值 . 

B 令 z=yc, 得 二 次 方程 


жиы =Z — 


m —es=(, 
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写 出 Newton 和 迭代 式 
E] 
据 推论 2. 1, 当 zo 在 /5 附近 取 值 时 ,上 述 选 代 式 收敛 于 单 根 /5. 
还 可 以 证 明 , 当 z, € (0, + с) Rt, RRR DKAT. ЙИШ ИНЖ re = 
+ (z +03) VTIS, IR zo € (0, + ее), з. 


#114 Жхл—тапт=0 的 最 小 正 根 . 
解 y=tanz 是 以 x 为 周期 的 周期 函数 , 它 与 ?=z 有 无 穷 多 个 交点 ( 即 原 方程 的 


根 ). 例如 :在 ( 一至, 于) 内 , 它 有 一 个 实 根 z" ОИС Ако 5 Ак) (Е 1,2,0), 
它 有 无 穷 多 个 正 根 ;在 (一 至 一 bx, 于 一 re) 多 一 1,2,…) 内 , 它 有 无 穷 多 个 负 根 ;在 (至, 守 ) 
内 , 它 有 一 个 最 小 的 正 实 根 (如 图 2 一 10 所 示 ). 


图 2 一 10 
车 用 简单 迭代 法 тю =tan ze, 其 中 选 代 函 数 为 p(x) 一 tanz. 因为 


ф(х) =se2z=1+tan'r21, 


所 以 收敛 性 判别 失效 . 
现 考虑 z=tanz 的 反 函 数 


жх=ф(х) =агсїапл. 
因为 yG) = 二 二 <1, 从 而 构成 收敛 的 选 代 式 
Tt+l “arctan хь, 
但 由 于 z=tanz fk JUESIR4ECE 3-0 Ру AERAR 
хь 一 区 十 arctan хь. 


取 初 值  =к + —3. 665 2, 则 
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xı =4.4460, zz 一 4.491 1， 2; =4.4933, х,=4. 4934, xs, =4. 4934. 


故 取 х" лел; =4. 493 4( 准 确 至 第 4 位 小 数 ). 
2.4.3 收敛 阶 (速度 ) 及 其 判定 
定义 2.4 设 由 zit 一 pC) 所 产生 的 点 列 {zx} 满足 : 


(1)лу->х` (k>), 
(2)e =z, —z* #0,k=1,2,- 


Olim |29 | -Ce>o,p>1D, 或 3K>0, 当 k>K 时 ， а <, 
则 称 хь ФС) p ВСЕКИ. 


通常 我 们 关注 以 下 两 种 收敛 速度 : 
(1) 线 性 收敛 (p=1), 即 
limet =e, ce(0,1)， 
к= Jeil 
W4 k2>K Bf Ге | <с[е,1. 


2002—16) 2 8840848 |a | < leo | , 即 
|z, —z°|<2|z —z*|, с<1. 
由 式 (2 一 17) 验 证 二 分 法 为 线性 收敛. 
设 已 进行 了 第 次 二 分 ,rz”E[asyb]( 如 图 2—11). 


图 2 一 11 
因为 а 271 -al 056 1а а 1, 
вр lams" I< lz =a |, 


由 式 (2 一 17) 知 二 分 法 为 线性 收敛 (此 处 c=. 

《2) 超 线性 收敛 (p>1), 即 
01 =c>0, р>1. 
例如 Newton Æp =2) HRE —1. 618) 均 为 超 线性 收敛 . 


按照 定义 2. 4 判别 收敛 阶 相当 困难 ,通常 采用 以 下 的 充分 性 判别 定理 . 


定理 2.4 Brp) r =p(z*). 若 glz) 满 足 : 
Dp” (х) х" PEER, 
p” zr’) =0,6=1,2,-,р-1, 
(3)p 一 (z" ) 关 0, 力 >] 为 正 整数 ， 
则 21+. =.) Е х" ЕА р МК, ВЖ 
тан =” a). 
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(2—16) 


(2—17) 


证 ф(х)=ф(ж* +(z—z°)) 
=g") ра) баат) +200. =)» 
=") + >. (2—18) 
将 xx 代入 式 (2 一 18) 得 
glr) =ф(ж`) 0а = ye 


Tz 1 
即 (т.т? D 
其 中 t= +a), 0€(0,D, 


йл Q Sl асе 
lim Т РР О! |р” #0. 


据 定义 2.4 Aren рз) fE z` BEE p ПИЖ. 

推论 2. 2 Newton 选 代 法 在 单 根 x* 邻近 处 至 少 平方 收敛 . 

证 在 Newton RIRH REM p) -:- ун 2.1 的 证 明知 

Ф (2`)=0, 

而 %(z* ) 只 有 以 下 两 种 情形 : 

DH ga) #0, WAER 2. 4 Ж za Сла) РВ: 

DE ga) =0, 则 zim рб) РЕ. 

综合 上 述 两 种 情形 ,Newton 迭代 法 在 单 根 邻近 处 至 少 平方 收敛. 

例 15 已 知 方程 xz? 一 zx 一 1=0 在 区 间 [1,2] 内 有 一 实 根 х" =1.325, 讨 论 用 简单 选 
代 法 求 此 实 根 的 收敛 速度 问题 

解 〈1) 原 方程 的 第 一 种 等 价 形式 为 


z=(z+DÍ, 
形成 简单 迭代 式 为 
am =(а +1)3. (2—19) 
=G+D1, ро. 
其 中 жю +0, ZG) у 


Ж gQ. 325) =0. 18930, 据 定理 2. 4, 迭 代 式 (2 一 19) 一 阶 收敛 , 又 因为 


ao latl ta, 
lim 人 = е. 325)| <1, 


另 据 定义 2. 4, 迭 代 式 (2 一 19) 为 线性 收敛 . 
(2) 原 方程 的 第 二 种 等 价 形式 为 


„201 
За®—1” 


К 
Titi =. (2—20) 
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ажр n z-z] 
其 中 ро) 7р DD рғ - 


Ф (х7) =0. 据 定理 2. 4,02 —20) EDERA. 

事实 上 ,简单 迭代 式 (2 一 20) 恰 为 Newton 选 代 式 ( 见 本 章 例 17). 因此 , 据 推论 2. 2, 
它 也 应 具有 至 少 平方 收敛 的 结论 . 该 例 说明 , 对 于 特定 的 方程 f(z) =0, 通 过 特殊 变形 得 
到 的 简单 迭代 式 可 以 具有 与 Newton 迭代 式 相同 的 结构 . 


2.5 Newton 迭代 法 的 应 用 
2.5.1 求 重 根 和 复 根 


2.5.1.1 求 重 根 
设 FCz) =0, 且 
fG)=(z—z`)"p(z), p(z`)#0, т>1. 
令 Fa) = Сю) =ar") * Гра], 


即 当 /(z) 具 有 т 重 根 时 ,F(z) 具 有 单 实 根 . 
对 F(z) =0 应 用 Newton 迭代 法 有 


=, Еб) © (z) 
Z =Z EP a) 9 "ду! 


由 此 得 到 求 SC) =0 的 m 重 根 的 Newton ERAR 


(2) Ж 
Fa’ m>l. (2—21) 


#116 Ж a +2re +e =0 在 区 间 [ 一 1,0] 内 的 二 重 根 . 
B 设 f(z)=z? Hre te 二 (z+e')?, 据 式 (2 一 21) 


r =n —2 L а) 
эу. С ЖУ ра," 


Hz = 一 1, 列 表 计算 (保留 7 位 小 数 ), 其 结果 见 表 2 一 8. 


Z= =z, —m 


表 2 一 8 
k = k = 
0 ml 3 —0. 567 143 3 
1 —0. 537 882 8 4 —0. 567 143 3 
2 一 0. 566 987 0 == jan 


由 表 2—8 可 得 x* лел, = 一 0. 567 143 3( 准 确 至 第 7 位 小 数 ). 
若 对 原 方程 应 用 求 单 根 的 Newton 迭代 公式 
(zo) ль Без (222—1) 
аба) 2AF) 
则 收敛 于 重 根 的 速度 很 慢 . 
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2.5.1.2 求 复 根 
Newton BAR zen =a ГЕ ЖЕГЕ SEA шла ЖЕ ИН {НИН 


必须 取 复数 . 
例 17 求 /(z)=zx? 一 + 一 1=0 在 区 间 [1,2] 内 的 全 部 根 . 
方程 /(z) =r 一 zx 一 1=0 在 区 间 [1,2] 内 除 有 一 实 根 外 还 有 一 对 复 根 ( 如 图 2 一 12). 


图 2 一 12 


由 Newton 迭代 式 
ee 221 +1 
лат STe 321-1 322 —1' 


取 zo =1, 列 表 计算 (保留 3 位 小 数 ) ,其 结果 见 表 2 一 9. 


&2—9 
k x k Е 
0 + 3 1.325 
— r+ 
1 1.5 4 1.325 
2 1.348 = = 


由 表 2 一 9 可 得 xz* л, =1. 325( 准 确 至 第 3 位 小 数 ). 
另 取 初 值 zo = 一 0.5 上 0.5i, 仍 用 上 述 Newton 迭代 式 列表 计算 ,其 计算 结果 见 表 2 一 10. 


表 2 一 10 
k Ше f'Ga) 
0 —0.5+0.5i 一 0. 250 —0. 250i 一 1. 000 一 1. 500i 
1 0. 692 3 +0. 538 51 —0. 037 +0. 079 51 一 0. 432—2. 2371 
2 —0. 661 1 +0. 561 li —0. 002 —0. 002 2i 一 0. 632—2. 225i 
3 —0. 662 4 +0. 562 7i J 一 三 == 


由 表 2 一 10 可 得 原 方程 的 一 对 复 根 :zzs 一 一 0. 662 4 +0. 562 7i. 
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2.5.2 Newton 下 降 法 


如 前 所 述 ,Newton 和 迭代 法 在 单 根 附近 具有 较 快 的 收敛 速度 (至 少 平方 收敛 ). 因此 在 
运用 该 方法 时 初始 点 zo 应 取 在 单 根 г" 的 附近 . 当 z 偏离 z" 较 远 时 ,在 某 些 情形 下 
Newton 迁 代 法 甚至 不 能 保证 收敛. 

在 2.5.1 的 例 17 中 ,三 次 方程 > —z —1=0 在 区 间 [1,2] 内 有 一 个 实 根 ( 如 图 2 一 
13). 车 初始 点 zo 在 区 间 [1,2] 内 选取 ,用 Newton 迭代 公式 会 很 快 地 收敛 于 此 实 根 ;车 初 


始点 ль < „Я Newton 和 迭代 公式 不 收 从. 


为 了 防止 因 初 始点 ло 远离 z" 导致 迭代 不 收敛 ,通常 采用 Newton 下 降 法 (或 阻尼 方法 ). 
Newton 下 降 法 的 迭代 公式 为 
- fx) 
poka FES (2—22) 
ан “Аха +(1—А)л. 
式 中 ,XE (0,1] 为 阻尼 因子 ,4 MRE | SC) | <| Са). 
Algo. 2. 5(Newton 下 降 法 ) 
1° ЖИН x。 及 预 给 精度 elvez >0. 
2 Иа о 80. 
8° @$àa=1. 
4° 计算 zz =Azi +(1 —A)zo, 
5° ®җЖ:|/(х;)|<|/(ж)|? 
是 , 转 7"( 当 前 迭代 成 功 , 转 入 下 一 步 迭 代 )， 
否 , 转 6"( 缩 小 4 值 ,继续 当前 迭代 ). 
6” 检查 :|A| <e? 
是 ,stop( 和 迭代 失败 的 出 口 ); 
т.е. 
7° дә. 
8° 检查 :|z zol <es RETE] <es? 
zl 


是 ,输出 mm ， stop; 
否 ,zi 一 zo, 转 2 


习题 2 


“1. 用 二 分 法 求 下 列 方程 的 根 , 要 求 绝对 误差 限 为 0. 005. 
Mr 一 z 十 4 一 0, 求 根 区 间 为 (一 2, 一 1). 
(2)2z =e, 求 根 区 间 为 (0,1). 
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+2. 用 二 分 法 搜索 方程 za 一 4z 一 1=0 的 实 根 分 布 情况 ,初始 搜索 区 间 为 (一 2,2)， 
并 求 出 (0,1) 中 的 根 ,精确 到 0. 05. 
` 3. 验证 本 章 例 6 中 迭代 公式 
іі 


Iiri 3 


不 收敛 于 1. 5 和 一 2 附近 的 根 . 

“4. 用 和 迭代 法 求 r —2z 一 5 =0 的 正 根 .下面 有 三 种 迭代 公式 ， 

Darsi, (09а, (302—705, 
先 判定 它们 在 ro =2 附近 的 收敛 情况 ,并 选择 收敛 的 方法 求 出 此 根 , 要 求 结果 精确 到 4 位 
小 数 . 

*5, 用 松 邓 法 将 第 4 题 迭代 公式 (3) 加 速 ,并 求 z =2 附近 的 根 ,使 其 精确 到 4 位 
ЛЖ. 

* 6. 用 和 迭代 法 计算 z —cos z 的 正 根 收 敛 较 慢 . 试用 Aitken 方法 加 速 收敛 , 求 此 根 ,使 
其 精确 到 4 位 小 数 ,并 与 迭代 法 的 收敛 速度 比较 . 

“7. 用 Newton 迭代 法 : 

(1) 不 开平 方 计算 V10, 且 使 其 结果 精确 到 5 位 小 数 ; 

(2) 计 算 方程 z: 一 z 一 1 =0 在 1.3 附近 的 根 ,精确 到 5 位 小 数 ; 

(3) 计 算 2z=e- 的 根 ,精确 到 4 位 小 数 ,并 与 1 题 中 (2)? 的 收敛 速度 作 比较 . 

8. 已 知 z=d(z) 在 区 间 [a, 扫 内 只 有 一 根 ,而 当 a<z< 时 ， 

|@ (z)| >k>1. 

试问 如 何 将 z=@$(zx) 化 为 适 于 迁 代 的 形式 ? 

Hi r= tan z 化 为 适 于 迭代 的 形式 ,并 求 z=4. 5 弧度) 附近 的 根 . 

9. 研究 求 /的 Newton RAR 


may +, 
MEIH k =1,2,- 38. z, >V3, 且 序列 z ,za 是 严格 递减 的 . 
10. 应 用 Newton 选 代 法 于 方程 f(z) =z а W f (a) =1 — S, ТНК ЈА 00849 
公式 ,并 求 


иа хь). 
F Qa —д,)* 
11. 证 明和 迭代 公式 
— z (zi +3а) 
an= 322 Fa 
是 计算 Va 的 三 阶 方法 . 假定 初 值 z 充分 靠近 根 z орва), 


Ж 打 * 号 的 习题 在 本 书 附录 下 作 了 详解. 
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第 3 章 线性 方程 组 的 直接 解法 


解 线性 方程 组 是 科学 研究 与 工程 计算 中 经 常 遇 到 的 问题 . 在 有 些 问 题 的 数学 模型 中 
虽然 不 直接 含有 线性 方程 组 ,但 在 它 的 数值 解法 中 常常 须 将 问题 “离散 化 ”或 “线性 化 "为 
线性 方程 组 . 因此 求解 线性 方程 组 是 本 课程 的 基本 内 容 . 


3.1 引言 


3. 1. 1 线性 方程 组 的 分 类 
会 nn 个 未 知 数 zx;(i=1,2,…,n) 的 m 个 线性 等 式 构成 线性 方程 组 


Dajt; =b, i=1,2,m. (3-1) 


其 中 ,系数 ay G=1,2,--—mj =1,2,-— m) ЖИЙ b,G=1,2,---.m)3828 EBR T лу) =l, 
2,…,n) 为 未 知 数 . 

根据 m 与 的 大 小 关系 ,线性 方程 组 (3 一 1) 可 分 为 以 下 3 种 类 型 : 

(Dm =n, 称 为 适 定 方程 组 ; 

(2)m <n, 称 为 不 定 方程 组 ; 

(3)m >n, 称 为 超 定 方程 组 . 
不 定 ( 或 超 定 ) 方 程 组 均 须 化 为 适 定 方程 组 才能 求解 . 


3.1.2 线性 方程 组 的 矩阵 形式 
将 方程 组 (3 一 1) 中 的 mm 个 线性 等 式 写成 


= 

= 
(Canala…aum) |, | =b, 

= 

= 

22 
(алага) | | |=, 

= 

= 

= 
(aaa та) |, | =6.. 

=. 
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然后 合并 上 式 得 到 矩阵 形式 


an аш … as][= b 
an аз … as||z l| | 
йа Am +" Am) Tn bm 
* 
А (а) X= буздан), b= Ci brst sbn)" 
则 有 


Ах =b. (3—2) 
称 式 (3 一 2) 为 线性 方程 组 的 矩阵 形式 . 
本 章 讨论 适 定 方程 组 Ax =b 的 解法 ,其 中 


А (ау) х болад)", b= Cbi ББ). 
3.1.3 线性 方程 组 解 的 存在 惟一 性 


设 有 适 定 方程 组 
Ax=b. 
(1) 著 50, 则 Ax=b 存 在 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 
det (A) #0; 
(2) 若 5b=0, 则 Ax=b 必 有 平凡 解 x=0. 该 方程 组 存在 非 平凡 解 的 充分 必要 条 件 是 
det (A) =0. 


3. 1.4 线性 方程 组 的 解法 


3.1.4.1 公式 法 (Gramer 法 则 ) 
设 方程 组 Ax =b,b 取 0,det (A) 冯 0, 则 方程 组 存在 惟一 解 
zj =A;/det(A), j=1,2,=-,n. 


ап * a; аһ ац oh 

an e aj * ам an * b * ам 
其 中 deta) = |. ng р а=, 

aa + a; % a, aa + bn + a, 


求解 hx =b 的 计算 其 为 计算 n 二 1 个 行列 式 所 需 乘法 的 次 数 再 加 上 n 次 除法 的 次 
数 , 即 为 
(n+l)! +n. 
如 设 ”=10, 则 需要 的 乘除 法 次 数 为 39 916 810. 若 用 计算 速度 为 每 秒 10 万 次 的 计算 机 进 
行 计算 , 则 所 需 时 间 为 400 s. 
3.1.4.2 高 斯 (Gauss) 消 元 法 (直接 解法 ) 
Gauss 消 元 法 消 元 步 和 回 代步 需 用 乘除 法 的 次 数 共计 为 字 +n? -5 n BEKAT, у 


э. 设 "=10, 则 需 用 乘除 法 的 次 数 共计 为 430 次 . 若 用 计算 速度 为 每 秒 10 万 次 的 计算 
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机 进行 计算 ,所 需 时 间 不 到 00 5. 


由 此 可 见 ,利用 计算 机 求解 同样 的 方程 组 , Gauss 消 元 法 要 比 公式 法 提高 效率 
80 000{@. 


3.2 高 斯 (Gauss) 消 元 法 


Gauss 消 元 法 是 一 个 古老 的 直接 法 ,由 它 改进 得 到 的 主 元 素 消去 法 ,是 目前 计算 机 上 
用 于 求解 低 阶 稠密 矩阵 方程 组 的 有 效 方法 。 

3. 2. 1 Gauss 顺序 消 元 法 

设 Ax=b, 
ИФА =la )nxn sb = (бу ,Ь» sba)". Ф- 

A=A% = (20), detA #0, 
b=? = (8P b pee OPT, PO 0, 

用 Gauss 顺序 消 元 法 解 Ax =b, 分 为 如 下 两 个 步骤 . 

3.2.1.1 消 元 步 

Gauss 消 元 法 的 消 元 步 是 完成 如 下 增 广 矩阵 的 变换 , 即 

(АФ |p аА» |b). 


ап а Qin 
аф аф 
А = . „|, pm =OP ,6 ,eo bT, 


原 方程 组 Ax 一 5, 即 4x==b 与 三 角 方程 组 Amx 一 5b" 等 价 .也 就 是 说 ,Amx==5" 的 
ЯА А х= ОИЕ, Кр Ax =b 的 解 . 下 面 分 析 如 何 由 (4 1b”) 转 化 为 (A |09). 
第 一 次 消 元 ар #0. 


(АФ [6% ) 初等 变换 (АФ 1b), 
Bp 
D аф w оор ро 
aP aP = ар +Q ЖҮ: 
‹ 2 
а) ар + af oe aR bP | ma = а/а 
D аф w ' 2a /fat 
bP | ma = a /all 


ар aP m aP ар 


D aD a аф а› а› = a Ja? 
Р ag аў 92 ma = а/а 


а 
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ф ар p А p 
а а . ay з а bi 
0 ap m ap с ap Í bP 
о ap m ap ар Í bP 
о аф m ap с ap | bp 


第 一 次 消 元 执行 下 列 计算 : 
Ф 


=ар /a ， 


РР 
=2,3, ns (3—3) 
bP =? тав, ей, н, 
式 中 ,ma (i=2,3,…,nn) 称 为 辅助 乘 数 ,引信 该 乘 数 是 为 了 计算 (415 ) 中 除去 第 一 行 
的 其 他 各 行 元 素 , 即 
aP, ij=23 een; bP, 1=2,3, тэп, 
设 已 进行 了 & 一 1 Wil, 483] АП b. 
第 4 次 消 元 Ба? Z0. 


初等 变换 w 
(АФ [6% (АФН |в®+ъ у, 
g Ф › г во 
аР а? aP а? i bf 
а == а ++ а bP 


w 
bf 
= att 
ыз, mena а/а 
你 
A H А =a) /et 
аф s“ a оу та =а% /ай 


D ар D am 2 а@ jas 
ар аш ар аты als b 
D D am w w 

ай ар айы с" ам bs 

сы w k. Т; 

aP аы e аһ і Ы 


0 at. Rt 
0 а e afia 


ТОП 
bET 
о ау e а» i peo 
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第 次 消 元 执行 下 列 计算 : 


та =а a, i=k+l, зәл; 
аў*Э =a —т„а, ij=k+l, =n; (3-40 
oD о mab, E а 


GRL, 2n- EBIT ЕЁ ЖАРИ, MER n —1 次 消 元 ,即将 增 广 矩阵 (4 |b) 
转化 为 (4w |b) ABIRERE AO Б AENEA AO x=, 其 中 


D al 
а ар 


АФ® = ы ЫСА 


а 


3.2.12 回 代步 

Gauss 消 元 法 的 回 代步 就 是 求解 三 角 方 程 组 Amx=b" , 它 的 解 x 就 是 原 方程 组 
А9 x =b 0%. 

Аб хв ЕЗ 


Уаз; = bP, i=1,2, e,n 
я 


令 i=m, 可 解 得 z; 
令 i=n 一 1, 可 解 得 zi; 


411,98 а. 
求解 z,, 由 第 个 方程 得 到 , 即 
aa, = 9, z, = P/a. 
求解 ziCi=n 一 1,n 一 2,…,1) 的 一 般 公式 由 第 i 个 方程 得 到 , 即 


ах, + Dy az; = bP, 
а 


д = (bP — У)а®х)/а®, ї=п—1,п—2,+,1. 


= 
于 是 我 们 得 到 回 代 公式 
一 [ao ， 
А (3—5) 
A = WP — УЈах)/а, ї=п-—1,п—2,,1, 
jm 
3.2.1.3 Gauss ЯДЫ АНУ Ж 
1) 消 元 步 
令 &=1,2,…m 一 1, 按 式 (3 一 人) 计算 : 


аф /аф А 
та =а/а, i=k+l1, ,ns 
а =а —т»а{Р, isj=k+l, sn; 
BD =P mab”, ИЙНЕ ИТК 
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2) 回 代步 
回 代 过 程 按 式 (3 一 5 计算 , 即 


= BP /aw, 
F = (69 一 Уаз, a}, і=п-1,п –2,-- 


іт 


3.2.1.4 计算 表格 
以 三 阶 方程 组 为 例 ,列表 求解 . 


b ар 
ар а ар 


аф 
ал az D /oD 
yb ma =a /a 
а) a КУХ 
=ай' /afl' 
Ф аф 
а а 
0 аў 
108, Жу 
о а » | тз =a? /а# 


0 а a 

0 0 a 
即 得 

= =6 /a , 


m = (0 —а@х,)/а» 
U 


жу = (b ар zz ~ai} хэ) /аћ. 


原 方程 组 的 解 为 x 一 (zi 2223)". 
例 1 用 Gauss 顺序 消 元 法 解 方程 组 Ax =b, Дн 


1 2 3 
a-f 7 | b=(1,6, —3)". 


149 
解 

1231 

k 75 se 

1 4 9 i -3jma=1 
а) 

12 3 1 

[ з —1 | 

0 2 6 ња = 
Шо] 


1 
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2 3 1 
ЖЫ 1 4 
2 20 
0 0 3 3 
即 23=-1, n=l, x= =2. 


所 以 , 原 方程 组 的 解 为 x=(2,1, —1)7. 
例 2 用 Gauss 顺序 消 元 法 解 方程 组 Ax ==b, 其 中 


3 -2 -2 
ү 22 1 Ы —10)T. 
a=|1 -$ $|: 5=G,,-107. 
-1 -4 1 
解 
3 -2 -2 1 
2 _1 
1 — —+ 0 [ma =+ 
-1 -4 1 =]. a-i 
a= 9 
+O) 
3 -2 -2 1 
1 三 二 
оо + + 
-4| 1l ; „2 
ТЕК СБУ 
换行 
Y == 
3 -2 — į 1 
- 1 Í a 
由 
L T 2 
оо з | 
即 23=-1, t2, 五 一 
所 以 , 原 方程 的 解 为 x=(1,2, 一 1)7. 
3.2.2 Gauss 顺序 消 元 法 的 条 件 
引 理 3.1 设 Ax=b, 并 令 A =A,b% =b, M] 
O D "一 1 次 x Cn 
AP |ва) EA" [реу 


的 必要 充分 条 件 ( 以 下 简称 必 充 条 件 ) 是 
a’ #0, i=1,2,--,n—l. 
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证 第 一 次 消 元 , 即 完成 如 下 变换 : 
CAD BO) AD |69), 
计算 ma =a /а{р (i=2,3,…,n) 的 必 充 条 件 是 ai #0. 
第 二 次 消 元 , 即 完成 如 下 变换 ; 
ee a> ue. 
计算 ma =a Га G—3,4,--- 0) FERITE af? = 
жл—1 次 消 元 , 即 完成 如 下 变换 ， 


AD |“? у—»(А' |p), 


а 
其 中 (CAD |b») = 
计算 mnn SaR am EREE акти: +0. 


综 上 ,执行 Gauss 顺序 消 元 法 的 必 充 条 件 是 


ь% 
b? 


Й 


k= 
Жш 


а #0, ¿i=1,2,--,n—1. 
定理 3.1 B Ax=b,}} $ A” =A,b” =b, 则 
САФ ьо) =} К (А |69) 
消 元 
的 必 充 条 件 是 
det(A;) 50, i=1,2,--,n—1. 
证 因为 det(A) =an =af} , 
an an| |а a| |а af 
det(A:) = = = tir. 20 
let(A;) a aal |а о agli аф, 
aP ар < ар} ар ар ар 
аА) ар ар … ар а аф 
let 2. ө > ж = 
С ү 
=afP a 多 a? =det(A;-1) * af? 
综 上 得 
jone, 
det(A;) =det(Ac-n) а, i=2,3 pnan. 


所 以 ,det(4,) #0,i=1,2, sn —1 的 必 充 条 件 是 


а® #0, i=1,2,--,n—1. 
根据 引 理 3. 1, 则 


a jpo 


СА |b™) 
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的 必 充 条 件 是 
det(4,) 50, ¿=1,2,--,n—1. 
Ж 引 理 3.1 及 定理 3.1 是 讲 消 元 步骤 的 必 充 条 件 , 而 Gauss 消 元 法 还 有 回 代 步骤 ， 
故 执行 Gauss 顺序 消 元 的 必 充 条 件 应 是 a 外 关 0,i 二 1,2,…,n( 回 代 时 а? 天 0). 


3.3 选 主 元 的 Gauss 消 元 法 


3.3.1 Gauss 列 主 元 消 元 法 


3.3.1.1 引 例 
例 3 解 方程 组 Ax=b, 其 中 
(© 00001 1 
2 1 
计算 中 要 求 保留 4 位 有 效 数 字 . 

解 ” 若 用 Gauss 顺序 消 元 法 求解 ,有 

0.1000Х107* 0.10002X10 ; 0. 100 0 x10 

R 2000х10 0.1000х10: 0. а 一 0. 200 0x10”“〈 此 值 很 大 ) 
+ 

We 4 0.1000X10 ; 0.1000х10 J 


), ь=а.оооо1,з)т. 


0 —0.2000х10* È —0.2000х10* 

即 xz 一 1， ж =0. 
由 此 得 Gauss 顺序 消 元 法 的 解 为 x=(0,1), 而 原 方程 组 的 精确 解 为 x* = (1,1)7. 

x 的 第 一 个 分 量 之 所 以 产生 如 此 大 的 偏差 ,是 因为 an =0.100 0 X10 下 . 它 的 绝对 值 
很 小 ,以 它 为 除数 得 到 的 ma 值 很 大 ,这 就 必然 放大 了 原始 数据 的 误差 ,导致 解 的 失真 . 

为 了 解决 上 述 问题 ,通常 采用 主 元 素 消 元 法 . 这 里 介绍 Gauss 列 主 元 消 元 法 ( 即 按 列 
选取 主 元 素 ). 

仍 以 例 3 为 例 ,选取 0. 200 0 x 10 作为 主 元 , 则 有 
1000x10™ 0. 1000X10 ; o, EAA 


0. 200 0 X10; 0. 1000 x10 : 0. 3000 X10 


tner 

[ 0.2000X10 0.1000х10; 0.3000х10] 

0. 1000X107! 0.1000x10: 0. 100 0 хө 二 0. 500 0X10“ 《〈 此 值 很 小 ) 

+ 

i 2000х10 0.1000x10: 0. 300 0X | 

° 0.1000х10}0.1000х10)” 
即 n=l, n=l 
由 此 得 Gauss 列 主 元 消 元 法 的 解 为 x 二 (1,1)", 它 与 精确 解 完 全 一 致 . 
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例 4 用 Gauss 列 主 元 消 元 法 解 方程 组 Ar 一 b, 其 中 


1 
2 о о 4 5i o ma =2/3 
[] 5610 12 3:1 
ч) 
з 5 6:0 
о [2/3 0 
0 1/3 1i 12те =1/2 


2311 110) 


ту =1/3 


Bp 2=2, n=- 
所 以 , 原 方程 组 的 解 为 一 (1, 一 3,2)™. 

例 5 用 Gauss 列 主 元 消 元 法 解 方程 组 hx 一 b, 其 中 
3 -2 -2 
A=| 1 -2/3 —1/3|, Ь=(1,0,—10)7. 
-1 -4 1 


o [ma =1/3 
-1 -4 1 !-—lJma=-1 


© 
| 
= 
= 
© 


3 -2 -2 į 1 
1/3 БА 


о о 1⁄4 Í -13 


вр 232-1. хх =2, n=l. 


所 以 , 原 方程 组 的 解 为 x 一 (1,2, —1)7. 
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3.3.1.2 Gauss 列 主 元 消 元 法 的 计算 步骤 
分 析 第 上 次 列 主 元 消 元 , 即 进行 如 下 初等 变换 
САФ |р) (АЮ |») 


1 p 
aP aP = aP зз ар 
Ф Фф Q 
а аф e aR 
аф а? 
w w 
айы ай), 
аф ， а 
D af 1 
ар ар аір айы ай? Ыр 
Ф Ф а (2 e 
а aR айы аф b: 
б aw w w 
aP айы s aP | b 
ain asv 1 рр 
0 айі s аи i oR 
0 аң — ао 1р, 


上 述 变换 包括 选 主 元 和 消 元 两 个 步骤 ,因此 列 主 元 消 元 法 解 线性 方程 组 的 计算 步 又 
可 归纳 如 下 : 

(D 令 k= 

1” 选 主 元 步 . 

тах |а! | = lat | ЖЖ i 17,8 k ITR aia 

Жз, =k WPT 2°; 

# à Ak АВАТ, BJ 


,2 一 1 做 下 面 1 至 2" 步 : 


араб, јот, 
boa, 
再 转 消 元 步 2 
2° 消 元 步 ( 同 Gauss 顺序 消 元 法 ). 


ma =а/аф, i=k-+1,k+2,--,n; 
аў*Э =a -maa , ij=k+1,k +2, en; 
BHD =М® тә, iSk+l,k +2, n. 


(2) 回 代步 ( 同 Gauss 顺序 消 元 法 ). 
Ё = 09/49, 


ж = ә — Ујах)/а®, i 


jam 


эз. 
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3. 3.1.3 Gauss 列 主 元 消 元 法 算法 设计 

在 Gauss 消 元 法 及 Gauss 列 主 元 消 元 法 中 , 若 要 保留 逐次 消 元 过 程 中 的 中 间 数 据 ， 
则 需要 很 大 的 存储 量 ,这 些 中 间 数 据 有 : 

n PEREA? A? p, A; 

n 个 右 端 向 量 bY ‚Бә К к” ; 

一 个 解 向 量 x. 

事实 上 ,没有 必要 保留 中 间 过 程 的 数据 . 在 算法 设计 中 ,通常 采用 动态 存储 的 方式 , 即 
消 元 和 回 代 过 程 的 数据 存储 单元 只 需要 一 个 矩阵 A 和 一 个 右 端 向 量 就 够 了 . 

Algo. 3. 1(Gauss 列 主 元 消 元 法 

1° WETH, аа = тах!аа |. 

2° 若 ws 一 0vstop( 输 出 失败 标志 ). 

3° # i =k WEE 4"; 否 则 执行 下 列 换行 计算 : 


кн j=k,k+l, тэп, 


ыы. 
4° 消 元 步 , 即 
a, <—ma =aa fas + i=k+1,k+2,--,n; 
| Zaza; s ij=k+1,k+2,-.,n; 
bibi —asb, > i=k+1,k+2,--,n. 
5° 回 代步 , 即 
b,<—b,/a,,., 


bi a- (bi — Dasb)/ass ї=п—1,п—2,,1. 


fm 
6° FTE b; (i =1, pn) Stop. 
注 对 k=1,2,…,n 一 1, 做 上 面 1 49. 
Algo. 3. 2( 多 功能 Gauss 列 主 元 消 元 法 ) 
1° det<-1, 对 上 =1,2,…,n 一 1, 做 至 第 7" 步 . 
2” 选 主 元 , 即 
[а | =max laa |. 
k<i<a 
3° Жаш, =0, 则 det<-0, stop. 
4° Hik WE 5"; 否 则 执行 下 列 运算 后 再 转 5 换行 
ауса, јот 
bib, , 
det<det. 
5° HA mB 
аат» =аа/ав, i=k+l,k +2, nsn. 
6° 消 元 计算 
аз-аз –ағау», ij=k+1,k+2,-.,.n; 
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6,6, –аађь, i=k+l,k+2,---,n. 
7° det<-au det. 
8° 回 代 求解 

4-Б, /am» 

6 6, — Dasb)/as, {=п—1,п—2,+,1, 


т 


9° det<a,,det. 


定理 3. 2(Gauss 列 主 元 消 元 法 的 条 件 ) 设 Ax =b, 令 4 =A,b =b, W} 
y IK „(А |p 
AP ET EER" 15 ) 
的 必要 充分 条 件 是 


a$, 0, k=1,2,--,n—1. 
3.3.2 高 斯 一 若 当 (Gauss 一 Jordan) 消 元 法 


3.3.2.1 问题 的 提出 
如 前 所 述 ,Gauss 消 元 法 是 通过 消 元 步骤 将 原 方程 组 化 为 三 角 方程 组 ,再 通过 回 代步 
又 求 三角 方 程 组 的 解 , 即 原 方程 组 的 解 . 其 计算 过 程 归纳 如 下 : 


-1 
(АФ 16%) TA (А |b), 
aP ЖЕ 
af ар 
其 中 Ае = жо 


аф 


кө = (Ы? P peee OPT 
=, =OP aR > 


дох = иө PÈ, P 
ж = (bi — Ууаўхә/айы =п—1,п—2,+,1, 
© 


而 Gauss — Jordan 消 元 法 则 取消 了 回 代步 又 ,直接 由 消 元 步骤 得 到 原 方程 组 的 解 , 即 
(9 "Ө до ро 
СА Про СА“ ГА 

其 中 ,A” =1, ent 

Ao =b 
的 解 就 是 x=b”. 也 就 是 说 ,Gauss 一 Jordan 消 元 只 通过 消 元 步 就 可 完成 求解 任务 ,因而 
取消 了 回 代步 . 

例 6 用 Gauss 一 Jordan 消 元 法 解 3. 1. 1 中 例 4 的 方程 组 . 
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1 2 3 1 š 5/3 2 :0 
解 : а 4 5 | Е Ë 2/3] 1 б 
B 56 io 1 1з 1 il 
1 0 -1/2 
= 1 3/2 
о 0 [1/2 
所 以 , 原 方程 组 的 解 为 x=(1, 一 3,2)7, 与 Guass 列 主 元 消 元 法 求 得 的 该 方程 组 的 解 
相同 . 


3.3.2.2 用 Gauss 一 Jordan 列 主 元 消 元 法 求 和 矩阵 的 北 阵 
分 析 例 6 中 的 方程 组 Ax=b, 其 中 5b=(1,0,0)T =e. 
用 Gauss 一 Jordan 列 主 元 消 元 法 求 得 该 方程 组 的 解 为 
x=(1, 一 3,2)T. 
容易 验证 该 解 实际 上 就 是 矩阵 A 的 逆 阵 4 一 的 第 1 列 Azi Вр 


1 
х=А^!е, =[AZ1,A21,A23J B =Ах\. 
0 
同 理 , 用 Gauss— Jordan 列 主 元 消 元 法 分 别 解 方程 组 Ax =e, 及 Ах es, 所 得 到 的 解 分 别 
为 4 一 的 第 2 列 及 第 3 列 , 即 AZAZ. 
Ë MARAE AHP iA МА КАЖА 的 第 j Я. ДТ. 
上 述 求解 过 程 可 图 示 为 


[4le Yema С 1421, 


[Ale] ma LA], 


G-J 消 元 法 
Ule loraz |A211. 


综 上 可 得 
[Ale ee GR lA 1. 
定理 3.3 设 A=(as)xns,det(4) 冯 0. 若 
[AIh yw T 
则 T=A™. 
1 2 $ 
917 some -|e 4 semema, 
3 5 6. 
解 用 Gauss 一 Jordan 列 主 元 消 元 法 求 4 РЕА T: 


12311 0 0 3 5 6:0 0 1 
2 4510 1 01172,12 45:0 1 0 


5 6:001 


12 з{ї1 оо 


С 
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:0 о 13 10 odo 5/2 2 
io 1 —2⁄3|— o 1 3/2 іо 3/2 -1 


оо Tii -1/2 о 


0 1⁄3 1 0 —1/3. 
—3 -2 
=1 0 
1 — 2 
所 以 4 | -3 3 —1|. 
2-1 0 


3.4 ”矩阵 的 三 角 分 解 


通过 用 和 矩阵 的 三 角 分 解 来 求解 线性 方程 组 的 方法 也 是 一 种 直接 法 . 其 基本 思想 是 将 
系数 矩阵 分 解 为 两 个 三 角 阵 , 从 而 将 原 方程 组 分 解 为 两 个 三 角 方程 组 ,通过 求解 两 个 三 角 
方程 组 获得 原 方程 组 的 解 . 

针对 不 同类 型 的 系数 矩阵 ,我 们 介绍 两 种 常用 的 三 角 分 解 算法 :一 种 是 当 系数 矩阵 人 
为 一 般 笛 密 矩 阵 的 杜 利 特 尔 (Doolittle) 分 解 ,由 此 形成 世 U 分 解 算法 ;一 种 是 当 4 为 三 对 
角 和 矩阵 ( 带 型 稀 朴 矩阵 ) 的 克 劳 特 (Crout) 分 解 ,由 此 形成 追赶 算法 . 

为 了 推导 LU 分 解 定理 ,作为 预备 知识 ,下 面 引入 两 种 初等 变换 矩阵 , 即 初 等 排列 阵 
和 佛 罗 伯 尼 欧 斯 (Frobenius) 和 矩阵 . 


3.4.1 初等 变换 矩阵 


3.4.1.1 初等 排列 阵 及 其 性 质 
WI n АВЕ, Ге, зеен зет ›е„], ЖК Ly Ге steres seisne] 
为 初等 排列 阵 (或 置换 阵 ). 
初等 排列 阵 I 有 如 下 性 质 : 
Dry == (读者 自己 验证 ). 
(2) 设 A 为 n 阶 方 阵 , 按 列 或 按 行将 其 表示 为 
ах" 
А =[а, ,а,-*,а,)= 2 
т 
其 中 ,a = Са заза)", = (ал sazan) WJ 
Al; j =[аз "азаа. 
G G) 
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即 是 说 ,用 ARA J A 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 ;再 用 工 ,; 左 乘 A4, 再 将 А 的 第 ; 行 与 
第 j 行 对 换 ( 读 者 自己 验证 ). 

3.4.1.2 Frobenius AJEJ 

Ж АФ EX A 进行 上 一 1 次 消 元 的 结果 , 即 


D аф m а 
ар а + ай аш 
ap аф ++ а 
А® = `. ар ++ ар |, 
в 
айды айд, 
аф а 


1 .…。 0 0 。 0 


H 1 : H 
nS; Smaa 1 : 99 
И С 
为 4 的 nn 阶 初等 下 三 角 阵 (简称 下 阵 ). 例如 
1 
piaj "1 
一 mm 0 2, 
È A” =A 的 nn 阶 F 阵 ,而 
0 1 | 
0 —mx 


1 
Fs=m> | ; А . 
: : | ЖЕН | 
0 -ma 0 =e < 1 
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ЖАО =A п ТЕВЕ. 
下 阵 具 有 如 下 性 质 : 
СОР, 阵 的 逆 阵 Fe 一 为 


1 
1 
Yai $ ; (3—7) 
тк 
та 1 
(2)Е,АФ® =A jin БАО =A”, 事实 上 
1 ар ар » а? 
БАО 7а 1 а а? аф 
1. w . : . Я : 
一 mm 0 04а аф + ap 
ар ар а? 
10 а + а? A® 


о ар a 


同 理 FA? =A?” ,FA =A®. (3 一 8) 
3.4.2 ”矩阵 的 LU 分 解 定理 


3.4.2.1 给 阵 的 三 角 化 
引 理 3.2 设 A=(ay)wvns 且 det(4;) 取 0,i=1,2,…,n 一 1, 则 惟一 存在 一 1 个 矩阵 
isk 二 1,2,…sn 一 1, 使 
F, F,- F,A=A9. 
证 由 引 理 3. 1 及 定理 3. 1 知 , 当 det(4,) Z0,i=1,2,--,n—1BF,# а? #0,i=1, 
2,…,n 一 1, 故 nn 一 1 次 消 元 所 作 的 辅助 乘 数 
т„=а/аф, k=1,2,--,n-1, i=k+l, e,n 


存在 ,由 它们 所 构造 的 Fi ,F,，…,F,-1 也 存在 , 即 有 


1 L 
1 0 1 
一 mm 
к=| .” ` + F=|0 -mz 1 ‚ө 
a 0 1 g 
a lo -me 0 
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: 1 
0 0 … —m.— 1 
又 由 下 阵 的 性 质 2, 即 式 (3 一 8), 有 


FA? =A? ,F,A@ А, ЕА" A”, 


因而 有 F, iF. БАА. 
即 是 说 ,对 4 连续 左 乘 z 一 1 个 下 阵 便 可 得 到 一 个 上 三 角 阵 4”, 且 
ар aP e ар 
ap a 
Am = 6. I 
а@ 


3.4.2.2 LU 分 解 定理 
定理 3.4 А (а) МЕЕНЕТ НВ А = ІА 的 充 要 条 件 是 
det(A;) #0, i=1,2,,n—l. 


1 1 
ln 1 ma 1 
其 中 L=|ly lg ^. 一 |ma ти ^. , 
ja Р es. 1 ma ты с“ 1 
ип шш се uw) [а ар айр 
u= из ** иһ 2; аФ ... a? AW, 
Um а? 


证 首先 证 存在 性 : 
由 题 设 det(4,) #0,i=1,2, sn 1 及 引 理 3. 2, 则 存在 ЕЕ, ‚++, F, E 
FeiF, F ASA” , 


即 А=ЕГЕг'- 
令 L=F Fp- 
则 4 一 + A” =LU. 


L =F Fi Fh = Ee Fea FF) 
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= |тз тз 
та та се = 1 
其 次 证 惟一 性 : 
相反 设 存在 Li,U, 及 La,U 使 得 
A=LiU, =LU,, 
则 有 Lr’ (UDUT =L7 aU Ur, 
Bp Li'l =U;U;'. 


式 中 ,左边 Lz'Li 为 单位 下 三 角 阵 ,右边 UUT' 为 上 三 角 阵 . 由 此 
Li'L =U;U;' =I,, 
即 Lr’ =L —*L =L, 


иг! =U;! —U, =U: 


故 惟一 性 得 证 . 
下 面 举 例 说 明和 矩阵 进行 LU 分 解 的 条 件 . 
12 6 

例 8 Ra 5 15 


6 15 46 
L —1⁄2 一 1/2 


det(A1) =1, det(A:) =1， det(A3)=1, 
据 定 理 3.4, 存 在 惟一 的 L,U 阵 , 使 得 A=LU, 其 中 
12 6 
0 1 | 
0 0 1 
例 9 ватам 1 звя 
—1⁄2 —1⁄2 1 


1 0 0 

r-l 1 中 u= 

6 3 1 
det(A1) 20, det(A;) 0, det(A:)=0, 

据 定理 3. 4 仍 存在 惟一 的 L,U 矩阵 ,使 得 4 一 LU, 其 中 

1 0 0 1 -1/2 一 1/2 

-1/2 1 |. о-в 3/4 Е 


0 0 0 


;因为 


det(A1) #0, det(A:) =0, 
所 以 ,不 满足 定理 3. 4 的 条 件 , 即 不 存在 L,U 矩阵 使 得 A =LU. 
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1.291 
#11 waf 2 Jax 
зз 
det(A1) #0, det(A;)=0, 
所 以 ,不 满足 定理 3. 4 的 条 件 ,但 A 仍 可 分 解 ,只 是 分 解 不 是 惟一 的 . 例如 存在 


100 1 1 
-| 1 中 “bh a} 
3 1 1 0 
0 
1 


1 0 1 1 
=- :中 в-ро) 
3 2 1 0 0 


对 于 本 例 中 的 矩阵 4, 利 用 后 面 4. 3 中 的 LU 分 解 算法 ,我 们 可 以 列 出 无 穷 多 对 L,U 
和 矩阵 ,其 乘积 为 4. 

例 10 及 例 11 中 的 矩阵 均 不 满足 LU 分 解 条 件 , 故 均 不 能 惟一 地 分 解 . 其 中 例 10 中 
的 矩阵 A 不 能 分 解 ,而 例 11 中 的 矩阵 А 能 分 解 ,但 不 是 惟一 的 . 

3.4.2.3 Crout 分 解 

将 LU 分 解 换 一 个 提 法 :要 求 工 为 下 三 角形 矩阵 ,U 为 单位 上 三 角形 矩阵 , 即 是 Crout 
分 解 . 

推论 3.1 设 4=(ay)wv 满 足 LU 分 解 的 条 件 :det(4;) 隆 0,i 一 1,2,…,n 一 1, 则 惟一 


存在 记 与 也 ,使 得 


ооноо н 
| 


A=iv. 
其 中 了 是 一 个 下 三 角形 矩阵 , 心 是 一 个 单位 上 三 角形 矩阵 . 
证 据 定理 3.4,4=LU, 其 中 


t|” 1 ， 
la Le 1 
un иш се иһ un 1 wa/un * им/ип 
y= Un ** Им 总 из 1 aa чип =p. Ü. 
и„ Um $; 
un ] 
令 pagpa "nm “8 ; 
unla uzla * Um 
所 以 A=1D. 


其 中 了 为 下 三 角形 和 矩阵, 为 单位 上 三 角形 矩阵 . 
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又 因为 L,U 是 惟一 存在 的 ,因而 ,VV 也 是 惟一 存在 的 . 


与 Crout 分 解 对 应 的 算法 称 为 Crout 算法 . 它 用 于 解 线性 方程 组 时 ,其 特点 是 回 代 时 


不 做 除法 . 具体 应 用 见 3. 5 节 的 追赶 法 . 
3.4.3 LU 分 解 算法 
3.4.3.1 LU 分 解 计算 公式 


设 A:det(A,) 50, i=1,2,",n—l1. 
A=LU, 
1 
la 1 ип иш Uin 
其 中 L=|ly lz 1 ‚ U= я из 
E Ee Enae il * 
ы ы s Ме 1 ts 
下 面 采用 并 行 方案 计算 L,U 阵 的 元 素 . 


令 r=1,2, on 


DHW О 阵 的 第 7 行 , 即 Ux =(0,…,0,uv, ,um ) ,该 行 元 素 记 为 us (у=, 


r+l,=,n). 


(2) 计 算 工 阵 的 第 7 列 , 即 Lx, = О, 6,0,1, lerrr tto 1097, RITKA b Ci 


=r+l,r+2,--,m). 
〈3) 计 算 公式 为 : 
当 r=1 时 ， 
иу=ау, j=l,n, 
ñ =as/un, i=2,n; 
当 r=2,3,…,n 时 ， 
= 
f =aj – У) миш, j=rsr+l, sn, 


£ 
а 
L = 6а, = У) иь) /uss i=r+l,r+2, n. 
“ 
上 述 计算 公式 可 以 列 在 一 张 表格 上 进行 ,如 设 
ап аш an аи 
А ап ап аз ам Я 
ап аз аз ам 
(аа аг аз ад 


ЖИ А ELU DR W LU 阵 中 各 元 素 的 计算 可 列表 进行 ( 见 表 3-1). 
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(3 一 9) 


(3—10) 


表 3 一 1 


la =an/un ра 一 az шии тз San —Inuu м Sau laun 
ln San /un 一 (aaz —lnu)/uz jus =as из ~iz uz u San ии laun 


la aa /un [а баа аши) иа a= (aa -inus амь) иь Ra Sau ами leun ~ous 


3.4.3.2 LU 分 解 计算 公式 的 推导 


设 A=LU, 
1 
1 1 иһ иш им 
x 
其 中 L=| ш 1 ，U= 5 з 
ka k Шаа 1 яз 
(DUix 及 La fui W y CE h. 
иу 
因为 ау = =(1,0,---,0) 4 =u; ， 
0 
所 以 一 ay， j=1,2,--,n. 
此 即 计 算 Uix 的 元 素 的 公式 . 
ип 


0 
又 因为 аа “Ша 一 Cry1 0 0)| ,| =laun, 


0 
所 以 la=an/un, i=2,3,-,n. 
此 即 计算 工 < 的 元 素 的 公式 . 

综 上 得 到 


n =aa/uas i=2,3, 
(2)U< 及 Lxr(r=2,3,…,z) 的 元 素 计算 公式 的 推导 . 
由 an =L<U< 可 导出 计算 U- 的 元 素 的 公式 


这 
uj=aj— У) ашу, 了 一 ror 十 yomy 
= 


由 as LU 可 导出 计算 Lx 的 元 素 的 计算 公式 
L =(a,— s lauw)/ur, i=r+l,r+2,--,n. 
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3.4.3.3 用 LU 分 解 方法 解 线性 方程 组 
it Ах=Ь,А=Ш. Ж А= RA Ах =b FH 


LUx =b. 
令 y=Ux, 则 有 
О тид 
Ux =y( 上 三 角 方 程 组 ). 
(1D) 解 Ly=b, 即 
1 > b 
ln 1 КД b 
ly he 1 » |= 16 |. 
ы ыш ls 1) Uy, b, 
由 Ligy =b, BD 
э 
1,0,0) | | =b; 
Ул 
得 N =b; 
H Liey =b, BD 
э 
Ча „д 1,050) | yi | =b, 
Yn 
= 
得 Уау +» =b, 
= 
a 
即 у =b = Play = 2,3,5, 
е 
э» =b, 
4 а (3—11) 
综 上 得 和 一 3 


1 


(2) 解 Ux = у, ED 


un иш us] [хл э 
un um| |z| _ |у 
Um) (z, Yn 


H Unex = у, 0 
54 


Tı 


Or Orum) | | =>. 


=, 
得 Um za 一 ye， В х, = /ums 
由 Uxx=yi, 即 
ЕЛ 
(0, --.,0, иези нта) | Ti | =у, 
18 их. + >) ua zi = yis 
© 
即 = = (y — D ua z )/ueo i=n-l,n-2,2,1. 
а= 
Ln = yn/ Um, 
综 上 得 | В 
r = (у— У) паха) /иг, еп 1, 2,61. 


к 


0112 求 方程 组 Ax=b 的 解 ,其 中 


123 
А Ё 5 | b=(14,18,20)1. 


3 1 5 
解 对 A 进行 LU 分 解 , 即 
un =1, ир 一 un =3, 
ln =2, из un 一 2 一 6 一 一 
la =3, laz 
由 此 可 得 


1 0 O 12 3 
1 | + О= [ 1:224 | 
3 一 5 1 0 0 一 24. 


解 下 三 角 方程 组 Ly =b. 据 式 (3 一 11) 得 
y=(14, 一 10, 一 72)T. 
解 上 三 角 方程 组 Ux = y. PRG 一 12) 得 
x=(1,2,3)T. 
例 13 求解 方程 组 Ax=b, 其 中 
EL LE kE 
"| 


0.5 一 6.23 os), b=(6. 1,2. 3,1. 8)". 


25 15 10.2 


(3 一 12) 


un =5 —9 —20 = —24. 
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计算 过 程 中 保留 4 位 有 效 数字 . 
解 对 A 进行 LU 分解 , 即 


un =8. 100, иш =2. 300, илз = —1. 500, 
lz =0. 061 73, ив = —6. 372, из =0. 962 6, 
Ia =0. 308 6, ls = —0. 1240, изз =10. 78. 
由 此 可 得 
1.000 0 0 8.100 2.300 —1.500 
L= |0. 061 73 1.000 0 | -| 0 一 6.372 0.9626 |. 
0.3086 —0.1240 1.000. 0 0 10.78 


解 下 三 角 方程 组 Ly=b. 据 式 (3 一 11) 得 
y=(6. 100,1. 923 0,0. 156 0)7. 
解 上 三 角 方 程 组 Ux = y. 据 式 (3 一 12) 得 
x=(0. 840 8, 一 0. 299 6,0. 014 47)7. 
3.4.3.4” 选 主 元 的 LU 分解 ( 按 列 选 主 元 ) 
例 14 求解 方程 组 Ax=b, 其 中 


对 A 进行 LU 分 解 : 
0 3 4 
А=|1 -1 中 b=(1,0,0)". 
21. -2 


解 矩阵 4 不 满足 LU 分 解 的 条 件 , 但 我 们 可 以 通过 换行 后 再 进行 分 解 , 即 


0 3 4 2 1 2 
a-f -1 amefa -1 中 
2 1 2 0 3 4 


对 A 进行 LU 分 解 : 

un 一 2， un=2, 

la =1/2, аз =l, 

ln 一 0， as =4 

un =2, ив =2, 

ln =0, ав =4, 

la =1/2, аз = 
ив 一 2， 
un 一 4， 
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注意 ,上 述 分 解 并 非 4=LU, 而 是 


2 ji 2 
A, c= o з 4|=LU， 
1 —1 1 
即 La hs A=C=LU. 


若 欲 解 方 程 组 Ax =b, = (1,0,0), W] 
Ах=Ъ<21,33Ах= 1.3136, 
Вр Ax=b У Сх =b =(0,1,0)7 是 等 价 的 . 以 下 求解 与 例 13 相同 . 
第 一 步 , 解 下 三 角形 方程 组 一 以 : 


1 0 Qm 0 0 
ИТЕН 
1⁄2 —1⁄2 12 һу] 0 1⁄2. 
第 二 步 , 解 上 三 角形 方程 组 U =y: 
2 1 2 m 0 一 1/4 
БЫН y | 
0 0 2 3 1/2 1/4 
所 以 原 方程 组 Ax =b MRH x =E 0,47, 
3.5 追赶 法 


3.5.1 三 对 角 阵 的 克 劳 特 (Crout) 分 解 


3.5.1.1 三 对 角 阵 
设 


ami be-i c 
a, b, 
Hp, Ь50,1=1,2,+,п;а,5#0,1=2,3,+=,пс, 550,4 =1,2,+=,п —1, ДИКЕ A 为 不 
可 约 的 n 阶 三 对 角 阵 . 
3.5.1.2 Crout 分 解 定理 
定理 3.5 设 4 为 ” 阶 三 对 角 阵 , 且 
(1)4 为 不 可 约 , 即 
b Z20,i=1,2,--,m a,Z0,i=2,3,--,m; c 0,i=1,2,--.n—1. 
(DA 的 对 角 元 素 弱 超 ( 弱 占 优 ), 即 
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lal>lal>0; 
|һ1>1а{+1‹61, i=2,3,--,n—15N 


16.|>la.l. 
则 惟一 存在 两 个 三 角 阵 L,U, 使 A=LU, 其 中 
1А 

ai a 

re ат 1. 
же ЕСК ‚= 1 р А 

поа | 

n a А ж 


且 工 为 下 三 角 阵 ,其 元 素 为 ai(i==1,2,…,n) ,ri(i=2,3,…,n);U 为 单位 上 三 角 阵 ,其 元 
素 为 BCGi=1,2,…,n 一 1). 
3.5.1.3 L,U 阵 元 素 的 计算 公式 
И 阵 各 元 素 的 计算 公式 为 
rimas i=2,3,--,n. 
їй а, 的 计算 按 以 下 并 行 方案 进行 (推导 见 3. 5. 3). 


а =b B, =a/a 
аз =6, —azB1, В =сг/аг 


а:=6 Ña Вел, В: =с:Га: 


an-ı =,-1 —а„-\Й„—:, 有 -一 ci/a- 


综 上 归纳 为 
六 =aiy i=2,3, ns 
а =, 
а:=Ы а, Вл» i=2,3,° ns =н) 
Bi=ci/ais #=1,2, nl. 
3.5.2 ”追赶 法 (利用 Crout 分 解 解 线性 方程 组 ) 


设 三 对 角 方程 组 Ax=f ,利用 追赶 法 求解 线性 方程 组 的 步 又 如 下 : 
(GD 分解 
A=LU, Ax=f |??? 
Ux =y; 
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(2) 解 下 三 角 方 程 组 Ly 一 f, 计 算 公 式 ( 推 导 见 3. 5. 3) 为 


=fi/b, 
3 一 14) 
人 i=2,3,--,m; £ 
(3) 解 上 三 角 方程 组 Ux = 计算 公式 (推导 见 3. 5. 3) 为 
|: 一 yw， | -D 
Zi=y Pitis ї=п—1,п—2,+°,1. 


上 述 步骤 中 ,我 们 将 计算 辅助 向 量 y АУ yyy 的 过 程 称 为 ^ 追 ”的 过 
程 ,将 计算 方程 组 的 解 z, 一 z,-1 一 … 一 z! 的 过 程 称 为 “ 赶 " 的 过 程 。 由 此 ,综合 式 (3 一 
13), 3—14), (3 一 15) 形 成 追赶 法 计算 表格 : 


al =b, 一 az 一 外 一 0z8 >> ani =, aniba- 一 an =bn anfu 
让 =ci/al — Be=c/as > Pu-i сл anmi 
tA ж M Р азу. M el au, p, M fn аул 
у а > аг РАЦ an- > а. 
追 ~ 
mi = yi 120 Ty ha," yp 
= 赶 


车 再 将 上 述 表格 加 上 方程 组 Ах = f 的 已 知 数据 , 即 形成 完整 的 追赶 法 计算 表格 ( 见 
表 3 一 2). 


表 3 一 2 
i ' | 2 Б = n 

€ с в м c 

b, b b 了 [Ж b, 

а az | anı a, 

fi fi f “| f ГА 

ai) а= а= -aß || а = ai: а =б„—а„В„-\ 

B| В. = /ал B=cs/as [e| В а/а 

y| эЛ а |w С азун) Газе y С а-и) анун = Sa anyai) Га» 
хц у 一 Bizz| 2 у: Вз 加 Lai = Yai Pu-i Ta Zn = y, 


表 3 一 2 PRL E N, TE E Ж (Ж ОБ РЕ Ж S MIN) BA, E EE 
Crout 分 解 结 果 a;,B; 及 辅助 向 量 y, 第 九 栏 是 三 对 角 方程 组 的 解 向 量 x. 
例 15 解 线性 方程 组 kx 一 bp, 其 中 
4 1 0 


， Ь=(1,0.5,—1,3,2)7. 


oome 
ою» 

= кю оо 
— ооо 
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要 求 在 计算 中 保留 4 位 有 效 数字 . 
解 ” 据 追赶 法 计算 表 3 一 2 列 出 如 下 计算 结果 , 见 表 3 一 3: 


93-3 
i 1 3 | 4 | 
а 1 1 | 1 I 
b, 4 4 | 4 
а 1 | 1 
fi 1 1 3 | 
ai | а =4.000 аз=3.733 | а,=3.732 | 
В: | В. =0. 2500 В. =0. 2680 | 
yi | у =0. 2500 285 8 
=, 1949 


所 以 方程 组 的 解 为 
x=(0. 194 9,0. 2206, 一 0. 577 0,1. 087, 一 0. 772 0)™. 


3.5.3 ”追赶 法 求解 公式 的 推导 


设 A=LU, 即 
b a 
а b G 
a b ci 
ami бел Се 
a b. 
1 А 
an 1 ñ 
т аг а, 
н. .. 人 二。 
т. a А 
5 1 Вл 


r, a, 


(1) 公 式 (3 一 13) 的 推导 . 
因为 
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ai =L+U,—-i=(0,:,0, т, ai s030 
атро 


(iD 


FAVA ri =a; si =2,3, n. 


又 因为 


bi =LirUxi=(0,°,0, r, r: 30，…0) 1 


GD G—D © 


=r; Bi- Hai =ai Ta, Bimi ° 


所 以 ai =b; —ai Bimi i=2,3,: n. 
因为 


b=LxUx =(а1,0, + 


所 以 а=. 
又 因为 


0 
› P= GD ш, 
1 |а-р 
0 
0 
0 
0 
Bi | di- 
D 
0 
0 


00 |. |= 


с =LigU ziz Sai Bi» 


Git) 
FELA В, =ci/aisi =l, 2 一 1. 
归纳 上 述 公式 得 式 (3 一 13) 
三 一 ay 
а=, 
—aBii, 
fa 


B, 
(2) 公式 (3 一 14) 的 推导 . 
设 下 三 角 方 程 组 Ly=f, 即 


i=2,3, ns 


i=2,3, ,ns 


els = 
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az а: > f 
а ai x |= |А 
ami ari| U. f. 

a, 


H Liey = fi ayi = fi у = Ла. 


Хн Liey = fi BP 
э 
(CO PP 1070) |77 | =, 
Yi 
Yn 
得 ауга ey, = fi. 
所 以 у = fi аул) Га. 
综 上 ,得 到 式 (3 一 14) 


y= filbs 
у= аул) Га, i=2,3 esn. 
(3) 公 式 (3 一 15) 的 推导 . 


设 上 三 角 方 程 组 Ux = y, Bl 
1 Ж ж > 
工 » 
1 в. In| [ун 
1 ва q 
ñ = > 
H Unex = yn BA 
Tı 
Ti 
《0,0，…0,1) =у,, 
а 
=, 
48 х, =y.. 
XU x= y, BD 
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= 


2; 


(0，… 1 ‚:э0,°э0) Уна =, 
《DG 十 1》 : 
2, 
得 = +B Zin =з, 
所 以 Zi = yi Ваг. 
综 上 可 得 式 (3 一 15) 
х.=у„, 


Zi=y Pitam, ї=п—1,п—2,+°°,1. 


习题 3 
* 1. 用 Gauss 消 元 法 求解 下 列 方程 组 Ax =b. 


$ p ar 1 
(DA=|1 2 =). -人 


DA= Zil 
-1 
` 2. ИЙЕ 2638263598 FINE Ах =. 


=з 2 $ 4 
(DA=|10 一 7 中 -| 


5 -15 6] 

o 2 от 0 

22 з 2 一 2 
@ФА= ‚ов= 

4 — 0 1 -7 

6 1 -6 -5 6 


1: Ë кү? 
“3. 用 Gauss 一 Jordan 消 元 法 求 1 O | * 

1 15:0 
` 4. 用 直接 LU 分 解法 求 第 1 题 中 两 个 矩阵 的 LU 分解, 并 求解 这 两 个 方程 组 . 
* 5. 用 追赶 法 解 三 对 角 方程 组 Ах =b, 其 中 : 


> 
Ш 
© 
| 
9 
| 
= 
© 
= 
Ш 

о ооо 


Е š 1 
la ы la ee мл 1 
7. 设 4 是 对 称 正定 矩阵 , 且 经 过 Gauss 消 元 法 第 一 步 后 ,4 约 化 为 
的 а); 
0 А, 

HP ,A = (аз) A; Саў ) охоо. ШЕВА: 

СА 的 对 角 元 素 as >>0,i=1,2,…,n; 

(2)A; 是 对 称 正定 矩阵 ; 

(3)aP Kas i =2,3,---,n. 
8. 设 Ux =b, 其 中 UU Ж = fi BE BE. 
DRU 为 上 三 角 及 下 三 角 和 矩阵 推导 一 般 的 求解 公式 ,并 写 出 算法 . 
(2) 设 为 非 奇 异 阵 , 试 推导 求 0 一 的 计算 公式 . 
注 打 * 号 的 习题 在 本 书 附录 开 作 了 详解 . 
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第 4 章 线性 方程 组 的 迭代 解法 


解 线性 方程 组 的 直接 解法 通常 适用 于 阶 数 不 太 高 的 线性 方程 组 ,而 对 于 大 型 稀疏 线 
性 方程 组 则 宜 于 采用 迁 代 法 。 迁 代 法 可 以 保持 系数 矩阵 稀疏 的 优点 ,从 而 节约 大 量 的 存 
储 单元 和 计算 工作 量 。 

用 选 代 法 解 线性 方程 组 ,就 是 构造 一 个 无 限 的 向 量 序列 ,使 它 的 极限 成 为 线性 方程 组 
的 解 向 量 。 因 此 我 们 首先 介绍 n 维 实 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 R" 上 的 向 量 范 数 以 及 相应 
的 矩阵 范 数 。 


4.1 向 量 范 数 与 矩阵 范 数 
411 向 量 范 数 


定义 4.1(p 范 数 ) Wx EREE I lp СУ |z O DA x fE R" 上 的 
名 
>й. 
щ рел1. У) [zi| 为 x 的 1 范 数 ; 


ц рео, х1 Уа 2 = СЎЛ) 一 (x,x) 为 x 的 2 范 数 ,又 称 为 
“ “ 
Euclid 范 数 ; 
当 p=~, 称 1x 1 =lim | x 1 为 x 的 无 穷 大 范 数 . 
容易 证 明 
1х 12 =lim || x || p =max |z; |. 4—1) 
pa leian 
因为 maxlz:|’< >; |=, |? <п. max|a; |”, 
即 тах |а С) | z, [92 Sm mm， 
ксы 24 е 
jedri кы» 
а" 


та; 
Іса 


> 


p44 


lim || x li > 
== 


=1, 
тах|л | 


即 lim 1х 1 =paxlzl. 
由 此 证 得 式 (4 一 1) 成 立 . 
当 xER" 时 ,x 的 三 种 p 范 数 在 图 4 一 1 中 有 直观 的 几何 意义 .| x 1 代表 直角 三 角 
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形 斜 边 的 长 ，|| x 1. 代表 两 直角 边 边 长 之 和 ,1 x | ~ 代表 最 大 直角 边 的 边 长 . 由 此 可 见 ， 
向 量 的 长 度 有 多 种 度量 方式 . 
例 1 #х=(1,0.5,0,—0.3)Т,Ж lx Їз, lalz, lx =. 
f 1х1. =1+0.5+0+0.3=1.8, 
lx lz = v17 +0. 52 +0. 32 =1. 1576, 
1х1 =1. 
可 以 证 明 ,xER" 的 三 种 p 范 数 满足 不 等 式 


lx hi> lxl:> x=. 


图 4 一 1 


定义 4. 2( 向 量 范 数 的 一 般 定义 ) 设 xER", Ix l EELE R 上 的 实 值 函 数 , 它 
满足 : 
Q) Ix 1 >0, 当 上 且 仅 当 x=0 时 , 1х | =0; 
(2) ПА | = |k] Úx 1 是 任意 实数 ; 
(3) x+y < 1х + lyl, 其 中 yER". 
我 们 称 | = 1 为 z 在 R" 上 的 向 基 范 数 . 称 (3) 为 三 角 不 等 式 . 而 更 一 般 的 三 角 不 等 式 为 
lxl—lyl<ilxtyl<lxl+lyl. 


4.1.2 向 量 序列 的 收敛 性 

定义 4.3 хо) К" 上 的 向 量 序列 ,xz” ER, limx® =", Ата? — z; 
(i=1,2,…,n), 其 中 

x =(х{®,д{®,-+,д®)Т, 
x° =(zi эд esas)". 

上 述 定义 表明 ,一 个 向 量 序列 的 收敛 等 价 于 个 分 量 序列 (实数 数列 ) 的 收敛 . 显然 按 
定义 4. 3 检查 向 量 序列 的 收敛 性 是 相当 麻烦 的 ,为 此 引入 以 下 判别 定理 . 

定理 4. 1( 向 量 序列 收敛 的 充 要 条 件 ) (х), ER ЄК". limx® =x* 0% 
要 条 件 是 


lim П х" [==0, 4—2) 
定理 4. 1 的 证 明 从 略 . 式 (4 一 2 表明, 一 个 向 量 序列 的 收敛 等 价 于 一 个 实数 数列 的 


геа 
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41.3 JERON 
定义 4. 4( 和 矩阵 的 p=1,2, co 范 数 ) А (а), 
Q) ТАП —pax >) | a; | Ж А 的 无 穷 大 范 数 ,又 称 为 4 的 行 模 ， 


(2) ПАП. рах Ў) | а, | 为 4 的 1 东 6 数 ,又 称 为 A 的 列 模 ; 
"iml 

(3) 14 1: =Стах|Адта |20 А #092 9, ХЕК А 的 谱 模 . 

—2 1 0 
1 一 2 一 

例 2 设 a-l ,J. s-f: =? |, 

0 1 —2, 
求 14 [=a ПВ. 
解 HA 1, =тах(4,6) =6, ПА |= =max(3,7) =7; 
IB 1, 一 max(3,4,3) =4, IB || = =max(3,4,3) =4. 
下 面 分 别 求 14 12, IB l2: 


n (0 一 14 
因为 4r4-[ 0) 
АЮ тара, 
则 detQI Ar -| t БЕ 304 +4. 
4 беа —ATA) =0, 即 
А2 —30A +4 =0, 
解 得 Аа =15 + /221. 
所 以 ПА l2 =(15 + 221)! 一 5. 465. 
5 — 1 
又 因为 BTB 一 | 一 4 6 ч 
1 — 5 
А5 4 -1 
则 det(OQAT 一 BTB) 一 | 4 4—6 4 
-1 4 А-5 


=" 一 1612 +524 —16 
= (А? —124° 十 4A) — (44° 一 48A 十 16) 
=Q: —122 +4) —4Q2 —12A +4) 
=Q*—122 +4)Q —4). 
4 де —ВТВ) =0, Bl 
Q: —122 +4)Q —4) =0, 
解 得 м 一 4， X42.3 二 6 土 4V2. 
所 以 IB 12=(6+4/2)' =3. 414 2. 
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定义 4. 5( 矩 阵 范 数 的 一 般 定义 ) 设 A=(as)wxn，xER", 则 称 


A ppa ТАТ 


ТА { =max 

为 矩阵 A 的 范 数 . 

定义 4. 5 可 以 理解 为 A 作为 线性 变换 作用 于 不 同 的 x 后 ,能 将 x 的 范 数 放大 的 最 大 
倍数 . 这 样 定义 的 矩阵 范 数 有 如 下 性 质 : 

(1) 非 负 性 . ПА || 20, ПА 1 =0 当 且 仅 当 A4=0 时 成 立 . 

(2) 齐 次 性 . ПАА 1 = А HA 1 ,& 为 一 个 实数 . 

(3) 三 角 不 等 式 . 设 4,B 都 是 mn Xn 阶 方 阵 , 则 有 A+B |< A +В}. 

(4) 相 容 性 . AB 为 同 阶 方 阵 , 则 有 IAB 1 < IA! - IBI. 

(5) 相 容 性 条 件 . 设 4 Hn Xn МОРЕ, ЄК", ДЯ ПАХ 1 «ТАТ + 1х1. 


4. 1. 4 ”矩阵 的 特征 值 上 界 


定义 4. 6( 谱 半径 ) 设 4=(ay)vwxwi(i=1,2,…,m) 为 A 的 z 个 特征 值 , 则 称 
0(A) = тах là; | 


为 矩阵 A 的 谱 半径 . 
йз 求 例 2 PER A,B 的 谱 半径 . 
1 -2 
解 因为 aml a) 
aa aa aeaea 
而 detQI —A) | 好 | A? 一 5 一 2 一 0， 
解 得 ма 55 33 
所 以 (A) 533 -5 372. 
-2 1 0 
又 因为 -| 一 2 |, 
0 1 -2 
+2 -1 0 
detQI—B)=| -1 2+2 -1|=Q+2Q +4+2 =0, 
0 -1 4+2 
解 得 А=-2, Аз= —2+V2. 
所 以 p(B) =2+/2 =3. 414 2. 
о 3⁄4 —1/4 


例 4 ас-|-ип 0 1/11 |, 求 pCO). 


一 1/2 —1/4 0 
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à -3/8 1⁄4 
解 因为 detQI 一 C) = |4/11 А “уй 
1⁄2 1⁄4 А 
=X? +0. 034 094 +0. 397 7, 
令 f) =X +0. 034 092 +0. 397 7 =0, 
用 Newton 和 迭代 法 


Ака А АЮУ A) 
求 得 ГО) =0 的 一 个 实 根 X = 一 0. 308 2, 再 用 Newton 迭代 法 求 该 方程 余下 的 两 个 复 根 
Агз =0. 154 1 +0. 324 5i. 
所 以 O = тах|:1 
=тах(0. 308 2,0. 359 2,0. 359 2) 
=0. 359 2, 
定理 4. 2( 谱 半径 上 界 ) А = (а) х. ОСА) < 1А 11. 
证 А ЖА 的 任 一 特征 值 ,x; 为 对 应 的 特征 向 量 , 据 特征 值 定 义 


Axi =А Xi» 
两 端 取 范 数 , 有 
lAx l= hax elal ° xl. (4—3) 
据 和 矩阵 范 数 相 容 性 条 件 有 
lAr ISIA + 1х 1, (4 一 4) 
比较 (4 一 3),(4 一 4) 两 式 得 
lal lx KAN + lx l. (4—5) 


ж хи #0, Ц || x, | >0, Ж 
ТАСТА П, BPa) AI. 
还 应 指出 的 是 ,对 于 实 对 称 矩阵 4, 有 ОСА) = 14 1: 成 立 . 
归纳 例 2, 例 3 的 计算 结果 ,我 们 有 


1 -2 | 
4=[ ү); Тав, ПАП =7, ГА. =5,465, (СА) =5, 372, 


ОСА) < 1А Їз, ПА 12, ПА l<. 


-2 1 0 
-| k= 2 | 1в 1; =4, 181.2 =4, 1В12=3, 4142, В) =3, 414 2; 
0 1 一 2 
осв) < 181, 1812, 1808) = 181. 


4.1.5 和 矩阵 序列 的 收敛 性 


设 B=(6bs)wxn, 称 (B*)4-1.2.… 为 乘 冠 短 阵 序列 ,如 B, B? ‚В? ,---,В*,--- 
定理 4.3 BHB) УЖЕ РЕЛЕ, И] Bt: 一 9(k 一 oo) 的 充分 必要 条 件 是 p(B) <1( 证 
明 从 略 ). 
例如 ,在 例 3 Ф, СА) >1,oCB) >1, 所 以 
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At—=0 (一 co)， 
B:—>0 (k оо). 


而 在 例 4 中 ,o(C) =0. 359 2 一 1, 所 以 
С 5+9 (о). 


4.2 Ж 


4.2.1 问题 的 提出 
在 第 2 章 中 我 们 讨论 了 解 非 线性 方程 的 迭代 法 :对 方程 fO) =0 作 恒 等 变形 , 即 


a= 0 0220699) pr)=0, 


由 此 构成 迭代 公式 
Tin фб), 人 一 0,1，… 2 
zo (ARD. исе 
本 章 我 们 采用 同样 的 思路 研究 解 线性 方程 组 的 迭代 法 . 
对 线性 方程 组 作 恒 等 变 形 
ФА=М№-Р 
Ах=Ь х= Вх +4 
det(N) 天 0 
其 中 B=N P, d=N`b, 
хао =Bx® +d, k=0,1,- 
HRERAR Ду). u-n 
HRU- DERRI ® hoi 车 limx =x* ,对 式 (4 一 7) 两 端 取 极限 ,有 
x` =Bx* +d, 


则 我 们 称 x* 是 方程 组 x=Bx +d 的 不 动 点 , 即 是 方程 组 Ax =b 的 解 . 
本 节 主 要 讨论 两 种 迭代 公式 , 即 雅 可 比 (Jacobi) 迭 代 式 与 高 斯 一 塞 德尔 (Gauss 一 Sei- 
del) 迭 代 式 ,并 讨论 它们 的 收敛 条 件 . 


4.2.2 Жас) Ж 
4.2.2.1 Jacobi #655, 


设 Ax=b, 并 令 
A=L+D+U=D+(L+U), 
0 
an 0 
其 中 L=jan ax 0 , 
йа аш ° Ouri O. 
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an 


аз 


am 
Н a:#0,i=1,2, sn, B 
det(D) #0, 
0 аш аз … ax 


0 as +" am 


Us 
0 
于 是 原 方程 组 Ax =b 变 成 
[D--(L+U)]x=b, 
即 Dx=—(L+U)x+b. 
因为 det(D) #0, 所 以 有 
x=-D(L+U)x+D™b. 


令 B;=-D`'(L+U), d;=D™'b, 


+» =B; x® +d), 
得 IR у, . (4—8) 
B; =-D™°(L+U), d; =D™b. 
我 们 称 式 (4 —8)28 Jacobi 迭代 式 (矩阵 形式 ). 
4. 2. 2.2 Jacobi 选 代 式 分 量 形式 
由 矩阵 形式 x =B” 十 d 可 得 下 列 分 量 形式 : 
х?*Э = (Вх), +(4,), =(B,), x? +(4,),. 
а; а Шаш. аа 
式 中 Bpa (98,5, 681,0, -1n 2), 
=[ 血 
4 
(dy, ==, 
所 以 2999 =(b — Das r)a i=1,2,-,n. (4 一 9) 
= 
亦 即 
ft =(b —0 -ana —anz® ys antt )/ans 
хр - -anz —0 -ant "9, аз) ат, uio 


999 = (B, саал -anaf -amaf ‚+, net! —0)/а„. 
式 (4 一 9) 为 Jacobi 迭代 式 分 量 形式 的 紧凑 格式 ,而 式 (4 一 10) 为 Jacobi 迭代 式 分 其 形式 
的 展开 格式 . 
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4.2.2.3 计算 表格 
例 5 用 Jacobi 和 迭代 法 解 线性 方程 组 4Ax 一 六 其 中 


8 -3 2 
A [ п a}. ь=(20,33,36)7. 
6 з 12 
解 (1) 建立 迭代 公式 
x% =в,х'® +4, 
0 3⁄8 -—1⁄4 
其 中 њ--втао-| з 0 n]. 
—-1⁄2 -1⁄4 0 
4 =D b=(2. 5,3,3)". 
(2) 列 表 计 算 ( 见 表 4 一 1, 保 留 6 位 小 数 ) : 


表 4 一 1 
x B, = —D-'(L+U) d =D b 
0 3⁄8 —1/4 2.5 
—4/11 0 1/11 3 
-1/2 -1⁄4 0 3 
х 0 0 0 
хо 2,5 з з 
хо 2.875 2.364 1 
АУ 3. 1365 2.045 5 0. 9715 
хе 3. 024 18 1.94777 0. 920 38 
хә 3,000 318 1. 983 965 1. 000 963 
хө 2. 993 746 1. 999 971 1. 003 849 
х? 2. 999 026 2,002 624 1. 003 134 
ze 3.000 201 2. 000 639 0. 999 831 
x" 3. 000 282 1.999911 0. 999 740 
xÜ 3. 000 032 1. 999 838 0. 999 813 
原 方程 组 的 精确 解 x` =(3,2,1)7, Ж 4 一 1 可 以 看 出 ,迭代 向 量 xC 逐步 逼近 x", 
H Wx —x* || < =0. 000 187 <0. 5 x10 2. 
(3) 终 止 法 则 : 
[| zao 一 ze | — = тах |299 一 zf | 
es 
一 max(0. 000 25,0. 000 073,0. 000 073) 
=0. 000 25 <0. 5 х107°, 
所 以 x" 50х09 一 (3. 000 032,1. 999 838,0. 999 813)7 一 (3,2,1)7. 
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4.2.2.4 算法 设计 

(1) 数 据 存储 方式 . 
A[1:n,1:n], 二 维 数组 ,存放 系数 矩阵 的 元 素 ; 
b[1:n], 一 维 数组 ,存放 右 端 向 量 的 分 量 ; 

x[1: 中 ,一 维 数组 ,存放 每 次 先 代 的 后 继 向 量 <, 
史 1: 林 ,一 维 数组 ,存放 每 次 选 代 的 当前 向 量 x*. 
(2) 迭 代 公式 . 


л, Dasy)/as, i=1,2, yn. 
i; 


=: 
计算 如 (=1,2,…,) 时 ,使 用 同一 组 初 值 yG —1,2,-—-.m) WFR: 
| 


I baat у "9 ун 


2.24 у у: ° Ir 
一 次 迭代 完毕 ,z,->y;(i=1,2,…,n) ,再 进入 下 一 次 迭代 . 
(3) 终 止 法 则 . 
检查 |x—y 1 = =max| z; —у,| <e? 
是 ,x=>x*， stop; 
否 ,zi 地 yi(i=1,2,…,nn) ,继续 执行 下 一 次 迭代 . 
(4) 算 法 . 
Algo. 4. 1 
1° 读 入 初始 数据 Abe. 
2° 初始 向 量 赋值 , 即 0y: G =1,2,--- n). 


3° li. 
4° 计算 (6; 一 > a; у) aizi 
Fai 
5° 检查 :i=n? 
是 , 转 6°; 
否 ,i+1-ri, 转 4 
6° 1k. 
7” 检查 : |z 一 yi <? 
是 , 转 8°; 
Ж#элу»у;() =1,2,--- n), 3°. 
8° 检查 :k=n? 


是 ,输出 z(j=1,2,…,n)， stop; 
否 ,k 十 1->k, 转 7°. 


4.2.3 高 斯 一 塞 德尔 (Gauss 一 Seidel) 迭 代 法 


4.2.3.1 问题 的 提出 
Jacobi 选 代 法 的 特征 是 同步 选 代 , 下 面 以 第 一 次 迭代 为 例 来 加 以 说 明 . 
209 
оу 


给 定 初 值 xo = хо, 


ко 


Tn 
ze aP aP e aP 
| 加 | aP aP m ze 
же” : : 
Dje аю aP с zm 


所 谓 同步 是 指 计算 x 的 每 一 个 分 量 都 是 用 x B) n ЧАЧЕ тЇ? z, д? (同一 组 初 
值 ) ,计算 公式 用 式 (4 一 9) 或 式 (4 一 10). 

保持 同步 的 优点 是 计算 简单 ,缺点 是 计算 速度 慢 . Gauss 一 Seidel 迭代 法 采用 异步 迭 
代 的 方式 , 即 


m aP |e aP aP e aP 

) 一 

x : x : : 
20) д? д? 2% 


这 种 异步 迭代 的 特点 是 用 新 计算 出 来 的 分 量 逐 个 替换 旧 的 分 量 . 
4.2.3.2 ”Gauss 一 Seidel ŻRAR EHR) 
对 Jacobi 迭代 公式 的 分 量 形式 , 即 式 (4 一 9) 作 如 下 变形 : 
29% =(b, — > ау zf )/as 
名 


ч г 
=, J а; х9 — У) ay zp)/as, i=1,2,=-n, 


=! уға 


ЖН, Ф z 004y tag 43840 z 的 相应 分 量 , 便 得 


H А 
rtt =, У) ay 09 – У) as zx)/as, i=1,2,=n. (4-11) 


1 ж 
称 式 (4 一 11) 为 Gauss 一 Seidel 迭代 式 的 分 量 形式 . 
4.2.3.3 Gauss 一 Seidel ŻRAR GEEH R) 
在 Jacobi 迭代 公式 的 矩阵 形式 , 即 式 (4 一 8) 中 
ха Bx 4, 
B, = -D` (L+U) = -D`'L-D™'U, 
4 =D`'b. 
若 令 Ba =-D L, Br=—D-'U, 
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则 得 到 Gauss 一 Seidel 和 迭代 公式 的 矩阵 形式 
xD Вуха +Вьх® +4@,. (4 一 12) 
4.2.3.4 计算 表格 
用 Gauss 一 Seidel 迭代 式 (4 一 12) 求 解 例 5 中 的 方程 组 ,并 列表 计算 (结果 见 表 4 一 2， 
保留 6 位 小 数 ). 


表 4 一 2 
w B, = -D` (L+U) 
0 3/8 —1⁄4 

—4/11 0 1/11 3 

一 1/2 =1⁄4 0 3 
=. 0 0 0 
MW 2.5 2. 090 909 1. 227 273 
yr. 2. 977 273 2. 028 926 1.004 132 
x” 3. 009 814 1. 996 807 0. 995 891 
хо 2.999 830 1. 999 688 1.000 163 

2.999 842 2. 000 072 1.000 061 


从 表 4 一 2 可 以 看 出 ,用 Gauss 一 Seidel 迭代 式 (4 一 12) 求 解 时 ,迭代 向 量 x” 逐步 通 近 
х* =(3,2,1)7 的 速度 比 Jacobi 方法 更 快 , 且 
П —x* I< =1.58x10-<0.5x10-. 
终止 法 则 :因为 
lx —у® |„=пах|д®—{°| 
=0. 384 X107? <0. 5 х107%, 
所 以 ,x* a= xt = (2, 999 842,2. 000 072,1. 000 061)7 =(3,2,1)". 

我 们 要 指出 , 表 4 一 2 与 表 4 一 1 的 表 头 虽然 一 样 ,但 每 次 迭代 计算 的 方法 却 不 一 样 ， 
在 表 4 一 2 中 我 们 采用 了 逐个 替换 分 量 的 办 法 . 下 面 以 第 一 次 迭代 为 例 说 明 如 何 利用 хо 
计算 хо. 

дї? =B igx 十 dh 


0 
=(0,3/8, 一 1/4) +2.5=2.5, 
0. 
о 
aP = Bzz P +4, 
тө 
2.5 
= 一 (一 4/11,0,1/11) | 0 | +3=2. 090 909, 
0 
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每 一 


тїз 
P =(В,)зе |z | +4д 
29 
2.5 
一 (一 1/2, —1/4,0) Ë 090 909 | +3 =1. 227 273. 
0 


4.2.3.5 算法 设计 
(1) 数 据 存储 方式 . 
A[1:n,1:n], 二 维 数组 ,存放 系数 和 矩阵 的 元 素 ; 
b[1:n], 一 维 数组 ,存放 右 端 向 量 的 分 量 ; 
x[1:nn], 一 维 数组 , 既 存 放 迭 代 当 前 向 量 x ,也 存放 迭代 后 继 向 量 xt. 
(2) 迁 代 公式 . 
z—@— Day £7) /as, ї=1,2, зәп 
Tai 
ZI 全 ту X °° “Z, 


|+ д x: ° zx, 


Trl z 22 =, 
次 迭代 完毕 , 仍 以 x 作为 下 一 次 迭代 的 当前 向 量 . 
(3) 终 止 法 则 . 

Jacobi 迭代 法 : 


检查 : | x 一 y |e = тах |а; =y | <e? 
是 ,x=>x* ， stop; 
Bry Gi =1,2,---,n) ,继续 执行 下 一 次 迭代 . 
Gauss 一 Seidel ЖК: 
令 e= х0 一 x | =， 
检查 :e<e? 
是 ,x=>x*， stop; 
否 ,zf 一 zf (1=1,2,+,п) ,继续 执行 下 一 次 迭代 . 
(4) 算 法 . 
Algo. 4. 2( 设 已 确 知 算法 收敛 ) 
1” 读 人 A,b,e. 
° 送 初始 向 量 Oz G =1,2,---,n). 
° 送 偏差 初 值 0->e. 
° 1->i( 循 环 变量 赋 初 值 ). 
° ata 为 工作 单元 ). 


6° 计算 迭代 值 (6; 一 > аӊ zj) [ai >ti 
jai 
7° 判断 : |z; 一 t| <e? 
是 , 转 8"; 
B, lz: —t|—e,$ 8°. 
8° =n? 
是 , 转 9"( 当 前 和 迭代 完毕 ); 
Bitliste 9"( 继 续 完成 当前 迭代 ). 
9° 检查 :e<e? 
是 ,打印 z/G =1,2,++,л), stop; 
否 , 转 3 出口 处 ,继续 执行 下 一 次 迭代 . 
注 算法 中 设置 两 个 工作 单元 上 及 e, 其 中 上 存放 工 史 的 值 ;e 开始 存放 偏差 初 值 , 选 
代 过 程 中 存放 Пао х |< fp 
at 291. 
4. 2. 3.6 Gauss 一 Seidel i& К Б] 9 Ж А, 
前 面 我 们 分 别 介绍 了 Gauss 一 Seidel 和 迭代 式 的 两 种 表达 形式 , 即 分 量 形式 和 和 矩阵 形 
式 ,它们 都 是 异步 迭代 式 ,但 在 以 后 讨论 迭代 式 的 收敛 性 时 需要 用 到 该 迭代 式 的 同步 
形式 . 
设 xG Bx +Вьх“® +d) 
——р-—\х%*» —р-фшх“® +р=!Ь. 


作 如 下 变形 ` 
‹+ртЧ)х9% = —D Ux® +р^!Ь, 
D- (D+L)x*” = —р-\их® +D-1b, 
хе = —(D+L) Ux® +(D+L)™b. 
令 в; = —(D+D)”'U, 
ds =(D+L)7'b. 


由 此 得 Gauss 一 Seidel 迭代 公式 的 同步 形式 
xD =Вьх'® +ds, 
þr- -(D+D U, 
ds =(D+L)™b. 


4.2.4 和 迭代 公式 归纳 


4.2.4.1 Jacobi ŻRAR 
(1) 和 矩阵 形式 (用 于 表格 计算 ,收敛 性 判定 ) 
ха Во +d), 
|» =-рї@,+й), 
d, =D-'b. 
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(2) 分 量 形式 (用 于 非 表格 计算 ) 
a% =(6; — > a; ZH)/as, i=1,2,-,n. 
(8) 存储 形式 (用 于 算法 设计 ) ” 
а S aya 08158, 
= 
4.2.4.2 Gauss 一 Seidel ŻRAR 
(矩阵 异步 形式 (用 于 表格 计算 ) 
н Bnet +Bux +4\, 
b. =-D`L, B=-D`U, 
d; =D`'b. 
(2) 矩 隆 同步 形式 (用 于 收敛 性 判定 ) 
х®*® =B; х® 二 ds， 
f, =—(D+L)`'U, 
ds =(D+L)™b. 
《3) 分 量 形式 (用 于 非 表格 计算 ) 


= š 
до =(b, — У gafas У aş х}°)/в, i=1,2,--,n. 
j=l j= 
〈4) 存 储 形式 (用 于 算法 设计 ) 
rz — Daş zi)/as，i 一 1,2， 


i 
jæi 


4.3 和 迭 代 法 的 收敛 性 


4.3.1 和 迭代 法 收敛 的 充 要 条 件 


定理 4.4 设 
xD вую +d, (4—13) 
其 中 B 为 迭代 和 矩阵 (Bj ,Bs 仅 为 它 的 特例 ). 
XV x? єк" ,和 迭代 公式 (4 一 13) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 o(B) 一 1. 
证 BVO ,由 式 (4 一 13) 所 产生 的 迭代 向 量 序列 为 {x 中}, 记 e Ж x 对 于 极限 
向 量 x* 的 偏差 向 量 , 即 
gb = 2. 
因为 х® Bre +d, x` Вк" +d, 
所 以 є® =Вха-о —Bx* 
=B —x*) 
=B”, (4 一 14) 
据 式 (4 一 14) 反 复 递 推 得 
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є® =в'®. 
04 k> со] e —>@ ЗЕЛ БЕ ЖИЕ ЛЕ ВӘ —>Ө, 

又 据 定理 4. 3, 当 k— сон] ,В*->Ө@ 的 充分 必要 条 件 是 p(B) <1. 所 以 , 当 kook}, 
a 一 0, 即 хн" 的 充分 必要 条 件 是 p(B) <1. 


4.3.2 迭代 法 收敛 的 充分 条 件 (一 ) 


定理 4.5 设 x*+?=Bx +d,# | B | =q<1, WA 

DITV х9 ,limx® ="; (4—15) 

(2) lx 一 xz | <4 Jat? —у® |, (4—16) 

证 DAX IBI =g<1, 据 定理 4.2,p(B) <В 1 =q <1, EURE 4. 4, 
对 Vx , 式 (4 一 15) 收 剑 , 即 


limx® =x", x" =Bx` +d. 


(2) 因 为 ан 一 xD =t —у'®у—(у* at), 
所 以 [хө x | = о 9) Оке atd) | 
2 1х' х9 1 1х" х0 |. (4-17 
而 xD =B —х®), 
Ж Nx х0 | = ВО" х) 1 
< BI x° х || 
=q x° —x@ I. (4—18) 
比较 (4 一 17) 与 (4 一 18) 两 式 得 
id 0 | |" 0 |х х | 
一 (1 一 9) 1х" —х'® |. 
故 有 lxt —x@ | <4 Па ә |, 


即 式 (4 一 16) 成 立 . 不 等 式 (4 一 16) 与 第 2 章 中 的 不 等 式 (2 一 9) 不 仅 形式 极为 相似 ,其 作用 
也 是 一 致 的 . 

H q<1,0<1—q<1,34 

lx? 一 xb | <(—qe =Z, 

有 Пат —х'® | <e. 
这 就 是 迭代 法 终止 法 则 的 理论 依据 ,由 此 形成 迭代 误差 的 事后 估计 方法 . 

例 6 BA A: 为 系数 矩阵 构成 的 线性 方程 组 ,讨论 Jacobi 迭代 法 与 Gauss 一 Seidel 
和 迭代 法 的 收敛 性 . 其 中 


10 2 =} 4 -2 -1! 
(DA1=|-2 10 К wa | 4 "i 
-1 — 5 -1 -2 3 
10 -2 -1 
解 ЕЕ 10 -aa 
-1 -2 5 
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0 0.2 бл) 
Е 0 0.1. 
0.2 0.4 g 
因为 ЇВ, || „ =max(0. 3,0. 3,0. 6) =0. 6<1, 
所 以 , 据 定理 4. 5,Jacobi 迭代 式 收敛 . 
由 A, 计算 Gauss 一 Seidel 迭代 和 矩阵 
0 02 0.1 
a--ororo- 0.04 ви) 
0 0.056 0. 068 


因为 1.85 1. =0.3<1, 
所 以 , 据 定理 4. 5,Gauss 一 Seidel 迭代 式 收 敛 . 
4 -2 -1 
omal- 4 “一 ?| ,计算 Jacobi 和 迭代 和 矩阵 
-1 -2 3 
о 1⁄2 1⁄4 
ar 0 1al 
1⁄3 2⁄3 0 
因为 IB, le=1, 181. =7/6, 
故 定理 4. 5 判别 失效 , 改 用 定理 4.4 来 判别 : 
A -1⁄2. —1⁄4 
det(A В) = | —1/2 à 一 1/2 
—1⁄/8-. =$/%- А 
=x -a-t =0, 
即 64° 一 委 一 1 一 0. 


用 Newton 迭代 法 求 出 该 方程 的 三 个 根 为 

Мм =0.9207, Аг 一 一 0. 284 6， А = 一 0.636 1. 
故 p(B)) =0.9207<1, 
据 定理 4. 4,Jacobi 选 代 式 收敛. 

又 由 Bs=-—(D+L)'U=|o 1/4 5/8 
0 1⁄3 1/2 

|В; 1.2 =0. 875<1, 
据 定理 4. 5, Gauss— Seidel RRIKA. 

在 本 例 中 ,判别 Gauss 一 Seidel 迭代 式 的 收敛 性 要 涉及 和 迭代 矩阵 Bs = — (D+L) U. 
车 用 定理 4. 5 判别 ,要 先 计 算 Bs ,再 计算 | Bs 1 ,而 计算 逆 矩 阵 (了 D +) 一 是 很 不 方便 的 ; 
车 用 定理 4. 4 判别 ,同样 要 先 计算 Bs ,再 计算 p(Bs). 为 了 避免 计算 逆 垂 阵 ,我 们 证 明 在 一 
ERF ,以 下 两 个 非 线性 方程 是 等 价 的 . 
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0 1⁄2 snl 


detQT 一 Bs) =4е{ +(D+L) ~U] =0. (4—19) 
det[ АФ +L) +U] =0. (4—20) 
事实 上 ， ае —Bs) =det[X +(D +L) 'U] 
=det(D+L)™ + det[X(D+L) +U]. 
当 det( D +L) 1 #0 BÍ, Af 
detQI 一 Bs) =0®det[A(D +L) +U] =0. 
我 们 知道 ,求解 式 (4 一 20) 较 之 式 (4 一 19) 容 易 得 多 . 
首先 以 例 6 中 A, 为 例 , 对 应 的 Gauss 一 Seidel 和 迭代 矩阵 为 Bs = 一 (D +L) U. 下 面 
不 用 式 (4 一 19) ,而 用 式 (4 一 20) 来 求解 Bs 的 全 部 特征 值 . 


104 -2 -1 
因为 det[ACD+L)+U]=| —2 104 一 ! 
-А 一 入 5А 
=4(5004° —542 —2) =0, 
解 得 A =0, мы =Т= 1733, 
所 以 обв) =Z EAT =0.137 2<1. 


据 定理 4. 4, Gauss— Seidel ЖИ. 
再 以 例 6 中 А, 为 例 , 对 应 的 Gauss— Seidel 和 迭代 矩阵 为 Bs = — (р +L) U, MARO- 
20) 求 解 Bs 的 全 部 特征 值 . 


4А ma —=1 
因为 det[ACD+L) +UJ=| 一 2 4 一 2 
-А -2 ЗА 
一 4A(1212 —94 —1) =0, 
解 得 м0, ды = EA, 
所 以 pB») =9— 129 =0, 848 2<1. 


据 定理 4. 4,Gauss 一 Seidel 迭代 式 收敛 . 
4.3.3 ”迭代 法 收敛 的 充分 条 件 ( 二 ) 
定义 4. 7( 强 超 条 件 与 弱 超 条 件 ) ЖА (а) „Е 
ЛЕ» lal, i=1,2,--,n, (4 一 21) 
则 称 A 具有 严格 对 角 优势 ,或 者 说 A 询 尼 主 对 角 元 旨 超 条 件 (简称 强 超 条 件 ) ; 


车 A 满足 lasl> У) 1451. i=1,2,--,n, (4—22) 
я 


Верн: 值 满足 严格 不 等 式 , 则 称 A 具有 对 角 优 势 , 或 者 说 A 满足 主 对 角 元 弱 超 条 
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件 (简称 弱 超 条 件 ). 
8 — 2 
例 7 “| 11 ыы 
6з 12 
4 -2 —1 
-2 4 -mc nomenen, 
-1 -2 3 
-2 1 0 0 
_|1 1 50 
同 理 ,C= ПН 也 满足 弱 超 条 件 . 
0 0 1 — 
定义 4. 8( 不 可 约 和 矩阵) F A= Cay )wxw, 通 过 行 对 换 和 相应 的 列 对 换 变 成 
全 As. 
0 Аш 


其 中 An ,Azz 为 方 阵 , 则 称 A 为 可 约 矩 阵 ; 反 之 为 不 可 约 矩 阵 . 例如 : 


为 可 约 矩 阵 ， 


0 i ав аз au 


为 不 可 约 矩 阵 . 又 如 ,在 例 7 中 ,4 为 强 超 不 可 约 和 矩阵 ;有 B 为 弱 超 不 可 约 和 矩阵 ;C 为 弱 超 不 
可 约 和 矩阵 . 

定理 4. 6( 非 奇异 条 件 ) ИЖА = (ау). 

(1) 车 4 满足 主 对 角 元 强 超 条 件 , 则 det(A) #0; 

(2) 若 和 4 满足 主 对 角 元 弱 超 条 件 且 不 可 约 , 则 det(A) #0. 

证 就 情形 (1) 证 明 如 下 : 

采用 反 证 法 , 即 设 det(A) =0, 则 存在 w 天 0 使 得 Au =0, i2 u= (u suz, yun)", XE 

lu: | =max |u; | #0. (4—23) 


由 Аш =0 的 第 上 个 方程 有 


即 au, + > au; =0. 
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据 式 (4 一 23) 有 


[аги 1 =| >) laçlu;|< > laçllu;|<lu,| >, lasl, 
ж! = = 
所 以 la, |< У) lasl. (4 一 24) 
1 


式 (4 一 24) 与 命题 假设 强 超 条 件 矛盾 , 故 有 det(A) #0, 

定理 4. 7( 收 敛 的 充分 条 件 ) 设 Ax=b. 

СОЖА 满足 主 对 角 元 强 超 条 件 , 则 对 V x ЄК", Jacobi 迭代 法 及 Gauss 一 Seidel 2® 
代 法 均 收敛 ， 

(2) 若 A 满足 主 对 角 元 弱 超 条 件 且 不 可 约 , 则 对 V x” € R" ,Jacobi 迭代 法 及 Gauss 一 
Seidel 迭代 法 均 收敛 . 

证 仅 就 情形 (1) 证 明 如 下 : 

首先 证 明 Jacobi 迭代 式 x“? =B; x® +d; 收敛 . 


0 一 atz/an т. а„Гац 
因为 pra ац /an 0 e —ax [аг 
т : : H" . 
—an /am А" —a.— as 0 
У 1а | 
x 名 
IB, 1. =p) lay |/ las |= max 2 
=: 
由 题 设 条 件 la|> У) 141, i=1,2,.%,n, 
亦 即 
所 以 


据 定理 4. 5,Jacobi 迭代 式 收敛 . 

再 证 明 Gauss 一 Seidel Ж х" = Bs x +ds 收敛 . 

如 前 所 述 ,方程 (4 一 19), 即 

detQI —Bs) 一 0 
与 方程 (4 一 20), 即 
det[ Q(D+L) +U]=0 

是 等 价 的 . 只 要 证 明 满足 方程 (4 一 20) 的 4 必须 满足 |4| <1, 即 p(Bs) <1 即 可 . 

仍 用 反 证 法 , 设 满足 方程 (4 一 20) 的 2 其 绝对 值 不 小 于 1, 即 |4| >1, 由 题 设 条 件 


lail> У) lasl, А121, 
=i 
= 
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有 ТАТ + la,|> У lallasl, 
名 


a А 
即 ГА \> У laas 1+ У) lal. (4—25) 


у= 


£t 
式 (4 一 25) 表 明和 矩阵 MD+EL) +U 是 严格 对 角 优 势 阵 ( 见 注 ). 

据 定理 4. 6,det[A(D+L+U] 取 0, 此 结论 与 假设 矛盾 ,由 此 得 到 满足 方程 (4 一 20) 的 
,其 绝对 值 应 小 于 1, 即 |A| <1, 亦 即 p(Bs) <1. 

注 


Дап аш а, 
Аар Даш ам 
A(D+L)+U= , 
Ааа Даа +“ Mais … а 
ад Ааа … +" + Дат 


第 i 行 (i 二 1,2,…,n) 为 
(Ааа oa, uska s saiit зап). 
= š 
由 式 (4 一 25) [даг 12> X laa |+ У) 11, 
{ 


= =н 


ža ADHL) +U 是 严格 对 角 优 势 阵 . 


例 8 以 下 列 矩阵 作为 线性 方程 组 的 系数 矩阵 , 试 判别 它们 对 Jacobi 迭代 法 ,Gauss 
一 Seidel 迭代 法 的 收敛 性 . 


S. 1 
MA = l 3 | 
1а 212, 


解 ”该 矩阵 弱 超 不 可 约 , 故 据 定理 4.7, DL E RYGER HIRREN EH, Ухо, 
Jacobi 方法 与 Gauss 一 Seidel 迭代 方法 均 收敛 . 
1 — 2\| 


Е 1 二 

-2 -2 1 

R ”该 矩阵 不 满足 强 超 或 弱 超 条 件 ,不 能 应 用 定理 4. 7, 可 考虑 用 定理 4. 4 或 定理 4. 5. 
对 Jacobi 迭代 法 , 设 А; 的 迭代 矩阵 为 蕊 , 且 


0 2 -2 
-| 0 al, 
2:92 O 


IB, 1->1, 181.21, 


А 2 2 
det(A] В) =} -1 А 1 =А +4 +8, 
1-2 –2 А 
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+ fO) =А? +4 +8. 
因为 F( 一 2) <0, f( —1) >0, 所 以 3X4€( 一 2, 一 1), 故 p(BJ)>>1. 
据 定理 4. 4,4] V x ,Jacobi 和 迭代 法 不 收敛. 
对 Gauss 一 Seidel 和 迭代 法 , 设 А 的 和 迭代 矩阵 为 Bs, 即 
Bs=—(D+L)-U. 


据 式 (4 一 20) det[A(D +L) +U]=0, 
А 2 2 

Bp А А 1|=2+82+4 =A? +81 +4) =0, 
-2A —2 А 

求解 得 A=, k EE, 


， 所 以 ,p(Bs) >1. 据 定理 4. 4,Gauss 一 Seidel 和 迭代 法 对 V xO 均 不 收敛 . 
—- 1 0 O 

1 -2 1 0 

0 1 — 1 

° 0 1 = 

М ERER T , ЫЧ; yy ek. 
5 -1 -1 -1 

-1 10 -1 -1 

=, = 5 =—1F 

-1 -1 -1 10 

解 ”该 矩阵 强 超 , 对 两 种 迭代 法 均 收敛 . 

1 1⁄2 и 


(3)А; = 


СА, = 


(5А, = |102 1 1⁄2 
1/2 1⁄2 1 
8 ”该 矩阵 不 满足 强 超 或 弱 超 条 件 . 
首先 考虑 Jacobi 选 代 法 , 设 其 先 代 矩阵 为 轧 , 且 
0 一 1/2 一 1/2 
n- 0 ч, 
—1⁄2 -1/2 0 
IB; l= 18,1. =1, 
à 1⁄2 1/2) 
12 a 12|=x -1+4 =o, 
1⁄2 1⁄2 a| 
即 493 ЗА +1 = +1) (43? 一 委 十 1) =0, 
求解 得 A=-1, р(Вр) 一 1. 
据 定理 4. 4 知 ,Jacobi BARKA. 
其 次 考虑 Gauss 一 Seidel 迭代 法 , 设 其 迭代 矩阵 为 Bs , 则 


detQf —В,) = 
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В, = —(D+L)”'U. 
据 方程 (4 一 20) 
det[X(D+L) +U]=o0, 
А 12 1/2 


即 ала a mex -$x ААО бә) =0, 
a/Da /DA А 
5 5+7 5 7. 
解 得 м=0, am 57-Е, 
即 p(Bs) <1. 


据 定理 4.4 知 ,对 Yx'Gauss 一 Seidel 迭代 法 收敛 . 
4.3.4 和 迭 代 法 收敛 性 判别 归纳 


设 Ax=b, 相 应 的 迭代 公式 为 x**? =вх® +4, HP В=В, 或 Bs. 
(1) 检 查 :4 是 否 满足 强 超 条 件 (或 弱 超 不 可 约 条 件 )? 

Æx 二 Bx 十 d, 对 Vx H, stop; 

否 , 转 (2). 


(2)Ax =6 дл =b ,检查 :A' 是 否 满足 强 超 条 件 或 弱 超 不 可 约 条 件 ? 
xD 二 Bx 中 +d(B' 是 4' 对 应 的 选 代 和 矩阵 ), 对 Yxew 均 收敛 ， stops 
否 ,由 (1) 直 接 转 (3). 

(3) 检 查 : 1В 1 <1? 
Æx =Вх'® +d, 3} V x FJ AR, stop; 
否 , 转 (4). 

(4) 检 查 :p(B) <17 
i 
否 , 该 选 代 式 不 收敛. 


4.4 逐次 超 松 驰 方法 (SOR 方法 ) 


4.4.1 SOR 公式 


SOR 公式 又 称 为 加 速 的 Gauss 一 Seidel 公式 ,分 两 步 构成 : 
(1) 迭 代步 , 即 用 Gauss 一 Seidel 公式 给 出 预报 值 zf . 


= 
Ze = 6 Tay zt? 一 
gar i 


《2) 加 速 步 ,即将 当前 和 迭代 值 = SMRT 线性 组 合 得 校正 值 тї”. 
2990 аон 01 wa, i=1,2,-,n. 
其 中 we (0,2) 称 为 松 驰 因子 . 
合并 以 上 两 式 得 
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D аху®)/а,, i=1,2,n. 
a 


т®*Э 一 xb HoH 20) 


一 zfb + [zt —Sš 2:9] 


aP +b E z% 一 


а =! 


i= 1,2,-,n. (4—26) 


或 者 写成 
2950 =д® дл, 
E = 2 = К -Žas zy i5h2pen (4—27) 
= 
我 们 称 式 (4 -26) 或 者 式 (4 27) 为 SOR 公式 ; 当 weE(0,1) 时 , 称 为 松 驰 公 式 ; 当 we (1, 
2) 时 , 称 为 超 松 驰 公式 ;特别 地 , 当 w=1 时 , 则 为 Gauss 一 Seidel AR. 


4.4.2 SOR 公式 的 矩阵 形式 
HRU- 27? 中 的 增 量 Az 改写 成 
Arí = o[ 一 Ў а, te. > Së x -iaf +2), i =1,2,--.,n. 


52 а jam aa 


由 此 得 向 量 Ax'% 的 表达 式 
Ax® =o(Bnx%*) Врх — Ix +d;). 


据 式 (4 一 27) 可 得 


Ax® =o(Bnx@t) +B —1х® +4,), (4—28) 
Bı = -—D-'L, Bz=-D"'U, 4 =D>b. 
称 式 (4 一 28) 为 SOR 公式 的 异步 矩阵 形式 . 
为 便于 判别 SOR 公式 的 收敛 性 ,我 们 还 可 将 式 (4 一 28) 改 写成 同步 形式 
AD 一 xb HBn x ов 一 ax 十 ad， 
(I—aBn)x%*D =(1—ш)х® +шВьх“® –ай). 
将 Ву =-—D-'L, Bx=-—D-'U, dj =D-lb 
代 人 上 式 并 化 简 得 


他 =x® 十 Ax ， 


,=(D+aL) [0 —e)D—aU], (4 一 29) 
f= DHL) lb. 
称 式 (4 一 29) 为 SOR 公式 的 同步 矩阵 形式 . 


E xD =G. x +f, 
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4.4.3 SOR 方法 的 计算 表格 
根据 式 (4 一 28) 作 迁 代 计算 ,其 计算 格式 见 表 4 一 3. 


表 4 一 3 
Е В, —D |5 әбу 
“(В 一 Dix wdn 
wB -Dz wdy 
«В; -Dne wdn 
9 РТ =” = = 
лх® лд” лө Ре л 
D = x 十 Ar К zh š = 
Ax Af м? мыр 
х9 = +дх® К Е ре 22 


与 Gauss 一 Seidel 迭代 法 的 计算 表格 4 一 2 一 样 ,在 上 述 表格 的 第 二 栏 中 我 们 列 出 矩 
(В, 一 D ,而 没有 列 出 (Bn 十 Bi — D ,但 在 每 一 步 和 迭代 中 要 按照 分 量 逐 个 替换 的 方法 
进行 计算 . 下 面 以 第 一 次 迭代 为 例 加 以 说 明 : 


Az? =o(B; 一 Dix twdn, 
aP =л{” 十 Azfo ; 
Az =w(B — D: 


twdy, 


IP =P HAP; 


Ах? =w(B =), | í | tod,, 


1P =r +A, 
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4.4.4 SOR 方法 的 收敛 性 


讨论 SOR 方法 的 收敛 性 , 宜 采用 同步 公式 (4 一 29)x*+? =G. x 中 + f. 鉴于 该 迭代 公 
式 是 一 般 的 迭代 公式 (4 一 13)x**? Вх +d 的 特例 ,因此 ,判别 收敛 性 的 充 要 条 件 定理 
4.4 及 充分 条 件 定理 4. 5 都 适用 于 SOR 和 迭代 式 (4 一 29). 但 是 ,迭代 矩阵 G. 太 复杂 ,使 用 
定理 4. 4 及 定理 4. 5 都 不 太 方便 . 下 面 我 们 针对 选 代 式 (4 一 29) 介 绍 一 些 实用 的 判别 收敛 
性 的 方法 . 

定理 4. 8( 必 要 条 件 ) Аха, 天 0,i=1,2,…,m), 式 (4 一 29) 对 Yxc@' 收 敛 的 必 
要 条 件 是 

wE(0,2). 

证 设 式 (4 一 29) 对 Yxe) 收 和 剑 , 据 定理 4. 4, 即 有 oG.) <1. 又 设 G. 的 特征 值 为 

G=1,2,…,72), 则 相应 的 特征 方程 det(G. АР) =0 是 含 的 = 次 代数 方程 , 即 
ААТ реА +++ +(—1)°р„=0, 
据 根 与 系数 的 关系 ( 见 第 5 章 5. 1 预备 知识 ) 


Da = р = tr(G.), 


Па = 0", = det(G.), 
= 


所 以 | det(G) |=| Ma 1< [ec.)]"， 
即 ldet(G.) |" СС). 
又 据 式 (4 一 29)， 
det(G,) =det(D+aL)”! + det[(1 —e)D—eU]=( о)", 
所 以 |1—e| =|det(G,) |" <p(G.) <1, 
即 o € (0,2). 


定理 4. 8 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 , 但 逆 否 命题 成 立 , 即 若松 驰 因 子 o € (0,2), WJ SOR 
和 迭代 式 (4 一 29) 不 收敛 . 
定理 4. 9( 充 分 条 件 ) 设 Ax=b,A7 =A,A>0 H w€ (0,2), W] SOR 迭代 式 (4 一 29) 
收敛 (证 明 略 ). 
推论 设 Ax=b,AT 一 A,A4>0, 则 Gauss 一 Seidel 迭代 法 收敛 . 
实事 上 ,只 要 在 定理 4. 9 中 令 w=1, 即 得 此 推论 . 
例 9 用 SOR 方法 解 方程 组 kx 一 六 ,其 中 
-4 1 1 1 
aai TE D тр LD 
1 1 1 -4 
它 的 精确 解 为 x* =( 一 1, 一 1, 一 1, 一 DT 
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Ш Ш хо =0,# 4—4 列 出 了 松 驰 因子 w 取 (0,2) 内 不 同 值 时 的 计算 结果 . 


Ri 
N 
винт 1.0[1.1|1,2|1.3|1.4|1.5|1,6|1.7|1,811.9 
w 
мык = 22 | 17 | 12 | 11 | 14 | 17 | 23 | зз | 53 |109 
П х" |= <107° 


Ж w= 3, 和 迭代 11 次 的 结果 为 
хао 一 (一 0. 999 994 6, 一 1. 000 003 10, 一 0. 999 999 53, 一 0. 999 999 12)7, 


lxt? —х* 1. =0. 354 Х107®. 
从 表 4 一 4 可 以 看 出 , 松 驰 因子 选 得 好 ,会 使 SOR 迭代 法 的 收敛 加 速 ,本 例 中 =1.3 


是 最 佳 松 驰 因子 . 
“4.5 ” 非 线性 方程 组 迭代 解法 简介 
nn 个 变量 个 方程 的 非 线性 方程 组 的 一 般 形式 为 


Абоз) = 0 
Sal Erran 07 (4—30) 


fsGay za s z.) = 0 


其 中 fila ze sz.) G = 1.2,--,n) ДЕ muat, 的 非 线性 函数 , 若 用 向 量 记 号 , 令 


Ж) a 


x = (ту,х,* 
FO) = О Оо), О) „ОТ, 
WERA — 30) 变 为 
F(x) = 0. (4 一 31) 


这 里 下 表示 定义 在 R" 中 开 域 D 上 的 非 线性 向 量 值 函 数 , 记 为 下 : D CRR". 
若 存 在 x”= (zt sri оа) 使 得 Flx* ) = 0, 则 称 z” 为 方程 (4 一 31) 的 解 . 


4.5.1 ”直接 迭代 法 (简单 迭代 法 ) 
例 10 ( 引 例 ) 设 二 元 非 线性 方程 组 
В = +0.1z: +1 = 0 VERT 
0.151 — z: +0. lå +2 = 0 ` > 


4 х = (as), E) = fi О), fa). EP 
f.G) =0. lz} 一 +0. lz: +1, 
filx) =0. lr; — zz +0. lr} +2, 


则 式 (4 — 32) 变 为 F(x) = 0. 
现 从 式 (4 一 32) 的 第 一 个 方程 中 ,虚拟 解 出 zi: 
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m = 0. 1af +0.1 +1=©= pi (21 зла): 
从 式 (4 一 32) 的 第 二 个 方程 中 虚拟 解 出 zz : 


2а = 01а рб эш. 
又 令 Ф(х) = (ф(х), ф(х)", 
于 是 得 到 虚拟 解 出 的 方程 组 
х= Ф(х), 
而 方程 组 F(x) = 0 与 方程 组 x = @(x) 两 者 是 等 价 的 . 
现 由 方程 组 x = @(x) 构造 迭代 式 : 
x = Ф(х®), 


其 中 х® = (aP rfo T, xto = (080,090), 
m =Ë = 0.10259) +0. lz +1 30 
zf = 0.1249 +0.1(z®)? +2 ` 


在 迭代 式 (4 —33) 中 , 若 给 定 初始 值 x” = (P rP) ,通过 反复 代 人 (4 一 33), 可 得 
一 系列 点 (二 维 向 量 ) 


OD D sD ‚+ 


车 该 向 量 序 列 {x } 存 在 极限 , 即 
xP x? ho), 
则 由 Пк = odim”), 
即 x` = Dx). 


FEH Fa) = 0, 也 就 是 说 x”= (тї ,z; УТ 是 原 方程 组 (4 — 32) 的 解 . 
给 定 初 值 x” = (0,0)T, 按 迭代 式 (4 一 33) 进行 计算 ,其 计算 结果 列 于 表 4 — 5. 


表 4 一 5 
k | 0 1 £ 3 4 5 6 7 
ај zf 0 1 1.3 1.419 1.477 1.508 1.526 1.537 
zf 0 2 2.5 2.755 2.901 2.989 3.044 3. 079 
迭代 终止 法 则 : 
{х® -zol- = max(lzp —z 110 =a |) 
= max{0. 011,0. 035) 
= 0.035 = 0.35 x107 < 1 x107. 
取 x° = x@ = (1.537,3.079)7 = (1.5,3. DT, 


则 二 维 向 量 (1.5,3. D 即 为 方程 组 (4 — 32) 的 近似 解 , 解 向 量 的 每 一 个 分 量 精确 至 十 
分 位 。 

例 11 ”在 化 工 绝热 闪 蒸 器 数学 模型 中 ,其 液 气 流量 比 a 与 物料 的 平衡 常数 &; 和 摩尔 
分 数 = 的 关系 式 如 下 : 
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二 zk) 
° aQ) Ak) ak) pzd) 
CG Th T sQ Ph T mth | a Fh 
AP a WRA, kC = 1,2,3,4,5),zi(i = 1,2,3,4,5) 为 已 知 量 ( 见 平衡 常数 表 4 一 6); 
和 欲求 a 满足 一 定 精度 的 迭代 值 . 


表 4 一 6 
Н 1 2 3 4 5 

zi( 摩 尔 分 数 ) | 0.220 0. 660 0.114 0.002 0.004 

k GF О | 6.67 50.00 0.015 100.0 33.33 

解 ЖК» 

三 2301-6) 

ъа) peA k) 0А) 50-а) 
Th T c Th + aQ Th а? Tà 


BEARD aO = 1 及 zo k, ИН: 
zı = 0.220,k = 66.67 
zs = 0.660,k, = 50. 00 
zı =0.114,k, = 0.015. 
za = 0.002,k, = 100.0 
zs = 0. 004,ks = 33. 33 
经 3 次 迭代 得 
а) = 0.114441, 
la® —а* | = 105 <+ x 10, 
取 a? asa) = 0.114441 = 0. 1144( 精 确 至 第 4 位 小 数 ). 
4. 5.2 Newton 一 Raphson 迭代 法 (N — R 迭代 法 ) 


设 非 线性 方程 组 F(x) = 0, 其 中 
x = (TiL sn)", 
FO) = CAG), fs G), fa)". 
将 非 线性 向 量 值 函数 F(x) 线性 化 , 即 在 x” 处 展开 ,有 


““ 
FG) = FG + (x —х®)у= FG) HED (exo), (4-30 


其 中 F(x) 在 xO 处 的 Jacobi 矩阵 为 
afi(x) 39fi(x) ... 3fi(x) 


az Әх Qn 
Ifa) If) .. Әх) 
EG = | дл дл az 
x 


арб) Pfa, Pfa 


әд Әх az w 
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H FG) =0, 据 (4 一 34) 有 
Foy ED (x x) = 0 (4—35) 
再 由 (4 — 35) 解 出 x 有 


«= х® [е он) 


^+, 
即 有 — [EST rao, 
ЖАД x° 为 初 值 展 开 F(x) ,类 似 以 上 方法 得 
хн» = хә 一 [EDT ое), (4 —36) 
称 (4 一 36) H N-R ERR. 
例 12 ”用 N 一 R 选 代 法 解 例 10 中 的 方程 组 (4 一 32), 要 求解 向 量 各 分 量 精确 至 十 分 
位 . 
解 fi = 0.1z1 — zi +0. lr: +1, 
fax) = 0.15 — zs +0. laf +2. 
取 初 值 х@® = (209 a)" = 00,0)", 
Л(х®) = 万 (0,0) = 1, f(x®?) = 00,0) = 2, 
FO) = (fA), fa) = (1,2)7, 
[FOe%)|; = VI FE = 2.236, 
алсо) әл) 


IEO) _ | az дд 


ar |afilx) Әј Сх) 


дх\ дт; re” 
0. 221 一 1 0.1 - (0 0.1 ) 
0.1 0. 22, —1 jw 1 =1 / 
хо = х9 E kak 
Ë 


Эх 
将 上 式 转化 为 线性 方程 组 
ED о — x) =— F(x”), 


š Ge 
Саа el Сана Sr jio st) 
£ zt? +0.1{ =—1 


0.1510 — zf = 一 


解 方程 组 得 zf? = 1.212, = 2.121 ED 


第 一 次 迭代 式 为 : 


也 即 
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х = (aP ,z$D)T = (1. 212,2. 121)7. 
第 一 次 迭代 结果 x® = (1.212,2.121)1. 


因为 fx? хо |. = max(| zf” aP |, | zf” ә |) 
= max(1. 212,2. 121) 
= 2.12, 
即 19 — xe |< >+ x107, 
故 应 继续 迭代 下 去 . 


请 读者 通过 计算 进行 比较 :本 题 中 的 方程 组 若 用 简单 迭代 法 迭代 7 次 可 达到 精度 十 
分 位 ( 见 例 10) ,而 用 N 一 R 和 迭代 法 需要 多 少 次 迭代 才能 达到 同样 的 精度 ? 


4.5.3 M Newton 迭代 法 (Broyden 方法 ) 


德国 数学 家 Broyden 对 N — R 迭代 法 作 如 下 修正 , 称 为 修正 的 N 一 R 方 法 。 
O) 增加 迭代 步 长 因子 w( 松 弛 因子 ). 


хз = кю -a [ET FOP), 
1 „ЩЕ ) |, < ЕС) |, 
т. ЗЕБ HIFO); > реса) |7 
_ ГЕС) |, 72 
m= [Tei] 
(2) 构造 Jacobi 矩阵 的 逆 阵 的 递 推 关系 . 


+ [EST ңе, 


其 中 


W es = [EDT -am ане, 


Hb yb 十 oAxw ) Ax" HS 
AHw = CH” y £ Jar 


Ax® НХ у 


РИУ 
Ах® = НӘФЕС) 
有 证 人 (收敛 快 ,稳定 性 好 ,计算 量 大 ) 
-1, Ch 单位 矩阵 ,其 计算 量 小 但 收敛 慢 》 
例 13 解 非 线性 方程 组 
per ЕЕЕ а 
(zy) = 222 — Злу +3 = 0 


用 Broyden 迭代 法 迭代 两 步 . ВОИН х = Cosy)" = (1,107, 
解 令 r=", 
fia) = Z zy —2, 
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falx) = 222 一 3zy2 +3, 
F(x) = (Cf: GO, fa(x))T, 
则 方程 组 (4 — 37) 为 
F(x) = 0. 
第 一 次 迭代 : 
ФИЙ. FAO) = (А090), faa), 
f.G69) = (оу) = f1(1,1) =- 2, 
Жһ(«®) = екоо) = (1,1) =2, 
FO) = (一 2,2)T， 
[Fœ]: = VC +2 = 2.83. 


加 计算 Ho =- E, 


əx 
若 用 解析 法 计算 , 则 有 
aFCxo) [2r 一 多 一 2zy = (I 一 2 
дх 4z7—3y —6ry Je \1 —6 


现 用 差分 法 计算 ( 取 差 分 步 长 h = 0. 001): 
因为 afi АС. 001,1) -AUI _ 0.001， 


az 0.001 
әл _ fl00D — G.D _ _ 
ду 0.001 2.001, 
ау, _ %@.001,1) -HUD _ 
Эз 9001 1.002, 
ау. _ 1.1.001) – 30,0) __ 
ду 0.001 6.003, 
所 以 
aFCxo) _ (eo —2.001 ) 
əx 1.002 —6. 003 
o Гас): _ (1.499 0.500 
ик 8 [ ах ] (ак 0. 250 ) 
图 计算 Ax, 


Ах® = НЕС) = (4.00,1.00)7. 
Ф Жо=1,НЖ х: 
x =x% + Дх = (5.00,2.00)", 
于 是 有 Лх?) = 户 (4.00,1.00) = 2.98, 
falx) = 户 (4.00,1.00) =—7.05, 
Fe) = (2.98, 一 7.05)T， 
[Е(‹х®)], = /2.98 + (— 7.05): = 7. 65. 
AAF) 1, > |F) 1, ARIE o 的 值 . 
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© 修正 o: 
q= AFE Na/ Ire) = (FEY = 7.31, 


a 


А09) = /1(2.04,1.26) =— 1.08, 
falx) = f,(2.04,1.26) = 1. 60, 
F(x™) = (—1.08,1. 60), 
ес), = /C 1.08) +1.60 = 1.93. 
因为 | PCxo 1。 < 1FCxo 1, 因此 第 一 次 迁 代 结束 , 即 
x™ = (2.04,1. 26)7. 
К, 
四 计算 不 "= 一 [FG ,采用 Broyden 矩阵 迁 代 式 
нә = Ho + AH. 
而 计算 AHO 需 作 如 下 计算 ， 


у® = FG) -FQ®) = (72) (2) (2 Е ). 


1.60 2 一 0.40 
一 1.499 0.500\/ 0.92 — 1.58 
oyo -( -( ， 
一 0.250 О) БЕ), обн) 
— 1.499 0. 500 
©! Н = (4. 00,1. 00 = (—6.24,2. 25), 
sx Дрен 020) А 
0.92 
отеу = свз ( 982) свз 
Дх У < 24, ) —0.40 6.63, 
一 1.58 4.00) _ / 一 0.54 
Н уо + oA x” = +0. 260 = ). 
ааа (sazo) (0) (agé 
ago = Hy +ьАх®уАх®' HO _ ee 508 0. 183) 
A xt HO yo 一 0.065 0.023/” 
—2.007 0.683 
но = m° + ane = [ ; 
6 —0.315 шз) 


@ 计算 : 
дае = неро) = [ 
@ Ro = 140 2, 


ко о + ase = [ 


— 2.007 аав 人) 
一 0.315 0.273 八 1.60 0.777/” 


е) (5л) [zos)' 
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fix?) = 万 (5.300,2.037) = 4. 098, 
fax?) = f,(5.300,2.037) =— 6.795, 
F(x®) = (4.098, — 6. 795)", 
Пес) |, = 7.935. 
ВЕС), > [FC]; = 1. 93, 因 此 须 修改 继续 计算 z. 
@ Eh w: 

ъур 2 : 
1- (кеу) = GS) — 16.90, 
е х1 =0.17, 

2.04 3.260) 2.594 

ЕБ S sea (1 26)+% "(р Үй) (С? 
Л(х®) = fı 02. 594,1. 479) 0.95, 
(х®)у = fa(2. 594,1. 479) =—0. 56, 
Е(х®) = (— 0.95, — 0. 56)", 
ІЕС) |. = 1.103. 
AAIE?) 1 ПЕСО) 1, = 1. 93, 所 以 第 二 次 迭代 结束 . 


习题 4 
` 1. 用 Jacobi ЖЕП Seidel 迭代 法 求解 下 列 方程 组 (要 求解 向 量 的 各 分 量 准确 至 


三 位 小 数 ). 
2 1 Ора 3 -8 1 11rm 1 
0 1 2), 4 1 1 44 7 
* 2. 以 下 列 矩阵 为 系数 矩阵 构成 线性 方程 组 . 试 判断 它们 对 Jacobi 迭代 法 ,Seidel 28 
代 法 的 收敛 性 . 4 


А. 


5 2 1 М 5 
of 3 a), h; F 
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"з. 设 方程 组 


an аг) (2) (5 
网 “| El- га: 
试 证 明 用 Jacobi 迭代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 


азан 
апаз 


<1. 


laa 
васе 1 Jamana. 
a 1 
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OEA EE ,а 的 取 值 范围 ; 
(2) 若 简单 迭代 法 收敛 ,a 的 取 值 范围. 
“5. 求 下 列 和 矩阵 的 14 1:, ПА 12, 1А ї=.(А). 


_ 0.6 0.5 А 
бл 65) WA=|7 n 2|. 
3 2 6 
6. 证 明 向 量 范 数 有 下 列 等 价 性 质 . 
CE SE A 
D xle<lxhenlrles 
O Па ао е ll. 
7. F SOR 方法 解 方 程 组 ( 取 о =0. 9) 
5лу +2zs +m =—12, 
= +a: 二 2m =20, 
2z —3л +10 =3. 


要 求 当 [xP x |< р 107981, КАЧ. 


8. 用 Newton 一 Raphson 迭代 法 求解 例 12 中 的 方程 组 ,要 求解 向 量 各 分 量 精确 至 十 


分 位 (给 定 初始 向 量 x° = (1. 212,2. 121)7). 


9. 用 Broyden 迭代 法 解 例 13 中 的 方程 组 ,迭代 一 次 . 给 定 初始 向 基 x” = (5. 300, 


2.037)T. 
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注 打 * 号 的 习题 在 本 书 附录 卫 作 了 详解 . 


"Жон 垂 阵 的 特征 值 和 特征 商量 的 计算 


5.1 ”预备 知识 (矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ) 


定义 5.1 ЖА = (43), ER, 若 对 于 Vx 了 0(xER" 或 者 xEC") 及 YAER( 或 E 
C) 有 下 式 成 立 


Ах=Ах, 6-1) 
WEKA 为 4 的 对 应 于 x 的 特征 值 ;x 为 4 的 属于 4 的 特征 向 量 . 
将 (5 一 1) 式 整理 成 

(4 一 MDx=0， (5 一 2) 
则 式 (5 一 2) 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 . 因为 x 天 0, 故 有 

det(A 一 MD =0, (5—3) 

ai ar - аһ 
mm an anma o an | 
Am аз © a, А 

亦 即 АРА") + рд" + +(—1)"p.=0, 


我 们 称 式 (5 一 3) 为 4 的 特征 方程 , 它 是 一 个 含 的 n 次 代数 方程 ,该 方程 的 根 即 是 矩 
阵 A 的 特征 值 . 

和 矩阵 A 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量具 有 如 下 的 一 些 性 质 : 

Dn 阶 方 阵 4 A n 个 特征 值 M\Ci=1,2,…,z), 即 特征 方程 det(4 一 MD) =0 有 ?个 
根 , 且 


Da = p = Da Š аА), 
如 24 


ПА =- D"p, = det(A). 
(2) 特 征 方程 (4 一 MDx=0 的 每 一 个 根 对 应 无 穷 多 个 属于 4 的 特征 向 二 x 了 0; 而 每 
一 个 特征 向 量 x 了 0 仅 对 应 一 个 特征 值 4. 
(3) 特 征 向 量 的 线性 性 质 . 设 x +0 满足 
Ах=)х, 
则 kx 550 满足 
Alx) =XCkx) (为 任意 实数 ). 
一 般 地 , 设 x 关 0(i=1,2,…,m) 满 足 
Ax, 一 hx， 
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则 加 x 满足 


AC хә TONTA 
其 中 (i=1,2,…,m) 为 常数 . 
СО А, хао 分 别 为 4 的 特征 值 和 属于 该 特征 值 的 特征 向 量 , 则 
(kRA)x=(ka)x (为 任意 实数 )， 
(4 一 yDx=Q 一 J)x (py 为 任意 实数 )， 
AÍ =1,, 
2 
(A-r. 


ap 
5.2 WA5SRWA 


5.2.1 ЕЖА 


定义 5. 1( 主 特征 值 为 单 实 根 的 情形 ) А = (а) нау ER, 且 
СОА 有 完全 的 特征 向 量 系 , 即 A # n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 xyxz，…xo 
〈2) 相 应 的 特征 值 Ni=1,2,…,z) 满 足 
Mal >|ӊ1 >l; | > 21А, 1. 
对 4 作 短 法 , 即 任 取 非 零 向 量 vo ,并 令 
WW=Av-1,， Ё=0,1,2,+ 


IHRER va Jaso. o W (vE 
Olimi =aaxl* 即 当 大 充分 大 时 ， 


aa (5 一 4 
其 中 x 是 4 的 属于 主 特征 值 h; 的 主 特征 向 量 ;aihtx 仍 是 4 的 属于 主 特征 值 X: 的 主 特 
征 向 量 . 


(йт үн! =, ‚1,2, л, ВОЧ k ЯКА, 


у); 


(+1): 


С); 
WE BA nxx, 线性 无 关 , 故 任意 非 零 向 量 v 可 由 它们 线性 表 出 : 


У ахі 十 azxz 十 … Нах,» 


аА, i=1,2,-.,n. (5—5) 


w SAV ZA? vi = Ао 
=a1Atx1 +азА*х; 十 … +a Ax, 
=aàlxi 十 cz 和 xz He +an Àk x 


= [аа 十 az (в) += Fa, (E)=.J] 
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Ж а, 70,4 k ZAK, 0 
д |а <1,-- -|è |<. 


所 以 Wa lx, 
据 特征 向 量 的 线性 性 质 ,w 可 近似 作为 属于 4, 的 特征 向 量 . 
又 因为 当 充分 大 时 


Alt 
W ezaikixi, WhaMt ла, 


у Снт), тА zs pe NSA 
所 以 [ET 


定理 5. 2( 主 特征 值 为 重 实 根 的 情形 ) 设 A=(as)wxnsas ER, 且 
(1)А 有 完全 的 特征 向 量 系 ; 
(2)А 的 主 特征 值 M; 为 > 重 根 , 即 
АА =-=, 
la l> làm >> lnl. 
对 A 作答 法 , 即 任 取 非 零 向 量 w, 并 令 
Vi=Av-1, 人 一 1, 2 


IPEER {vi ) оол. o W VE 
Olim Sax, Tasxa H Ба, xrs (5 一 6) 
Dlima =}. 6-7) 


定理 5. 2 的 证 明 与 定理 5. 1 基本 相同 ,建议 读者 自己 练习 . 
基本 宕 法 在 实际 计算 时 ,由 于 迭代 过 程 中 v, 的 模 可 能 过 大 或 过 小 ,从 而 产生 计算 机 
运算 的 溢出 . 为 防止 此 种 情形 的 发 生 ,通常 采用 规范 化 措施 . 


5.2.2 规范 化 宕 法 
据 定理 5. 1 及 定理 5. 2,34 k 充分 大 时 有 


у, Sa ÀX y 
或 vw =A} Caix Жага 十 … 十 arxr)， 
且 нд, i=1,2,--- n. 


(О): 
ш |А | <1 时 ,(w)i 一 0C-=co), 此 时 计算 А, 会 产生 溢出 ; 当 | 加 | >1 BF G.) ,— со 
(6 оо), ЖЕРЕ v, 也 会 产生 溢出 . 为 此 需 对 选 代 向 量 v, 规范 化 . 
设 v=(V1 v2" Va), 
记 тах(у) =v HWE 
|oə| =maxlo,;| = lv |<. 
1< < 
作 u=v/max(v) =[ui /max(y),-+-,1%) ,va /max(v) T", 
规范 化 向 量 u 的 第 io 个 分 量 为 1( 即 其 最 大 分 量 为 1). 由 此 得 到 规范 化 舌 法 的 计算 公式 : 
HE v =ш 0,4 
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Ë =Ашл СӘ) а 
и, = /max(v,) (规范 化 迭代 向 量 ) 
且 有 如 下 结论 . 
定理 5.3 设 A=(aj),xsras ER, 且 
〈1)4 有 完全 的 特征 向 量 系 ; 
(DA 的 主 特征 值 或 为 单 实 根 或 为 重 实 根 . 
对 A 作 规范 化 寡 法 , 即 对 给 定 w =w 50,4 
位 TAi 5—8) 
и,=у,/тах(»), Ё=1,2,+ 


limu, = ху /max(x;), 
则 有 6 (5-9) 
limmax(v,) = 和 1. 
keco 
规范 化 等 法 的 计算 步 又 如 表 5 一 1 所 示 . 
表 5 一 1 
Vo тщ (w): yo) nad (w), 
n =Аш ө ЭЛ a Ф), max(vi ) 
u =n /max(vi) и си); Ga), 
v = Au, Ф) он, Б Ф), тах(у;) 
и: =v: /max(v:) (w) (иг). ep Gua), 
у =Аш,-: (эз (ы): оз), max(v,-1) 
Wnt Vt /max yes) | („з (ui): wat (u), 
Va =Ац, 1 a)i эл = Cp) max(y,) 
u, =v,/max(v,) Cun): (u): у ©„), 
算法 终止 法 则 : 
对 于 给 定 的 e>0, 当 1 =n- | = = тах | G), — Cuni); | <e 时 , 取 
x =u, (相应 的 主 特征 向 量 )， 


Aisemax(v,) (EED. 
例 1 用 规范 化 寒 法 计算 A 的 主 特征 值 (最 大 模特 征 值 ) 及 相应 的 特征 向 量 , 式 中 
lo 10 0.5 
“| 1.0 "时 
0.5 0.25 2.0 
解 = 01,07, 
vı =Ап = (2. 50,2. 25,2, 75)", 
{ш =2.75, 
и=у\ /max(v,) 一 (0. 909 1,0. 818 2,1)7; 
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max(m) 一 2. 227 3, 


=Au =(2. 227 3,1. 977 3,1. 659 1)", 
и; =v; /max(vz) =(1,0. 887 8,0. 744 9)"; 


max(ws) 一 2. 536 5, 
и» 一 me/max(yis) 一 (0.748 2,0. 649 7,1)"; 
É =Аш, =(1. 897 9,1. 647 9,2. 536 5)", 


| =Аш: 一 (1. 897 8,1. 647 9,2. 536 5)", 


max(v>) =2. 536 5, 
и» 一 wo/max(wa) = (0. 748 2,0. 6497,1)". 
因为 | uo 一 ms || = =max(0,0,0) 一 0， 
所 以 ху =u 一 (0. 748 2,0. 649 7,1)7, А 一 max(ya) 一 2. 536 5. 


5.2.3 ”原点 平移 法 
用 宕 法 计算 主 特征 值 时 , 据 a, 为 单 实 根 或 ~ 重 根 两 种 情形 ,有 如 下 算式 成 立 ; 


ve = [а +аг (z )= +e +a, (È )>.]. 


或 v =A] [ex +e +a, x, Ta, (а), += +a, (E)<J] 


А 


在 第 一 种 情形 中 , 收敛 速度 取决 于 | 


的 值 ;在 第 二 种 情形 中 ,收敛 速度 取决 于 
2c | 的 值 . 以 第 一 种 情形 为 例 , 当 比值 | 入 | 接近 于 1 时 , 即 |21 | 和 |4s1 的 值 很 接近 ,此 时 
А А 


оС, ARAR к MATTEA ЯЕ йы НЕСАИ. 一 个 补救 的 广 


法 是 原点 平移 法 . 
UHER В=А РГ, p 为 选择 的 平移 遇 ;4 的 特征 值 为 (i 二 1,2,…,n), 则 B 的 特征 
值 应 为 4 一 p(i=1,2,…,n) ,并 且 А,В 的 特征 向 量 相同 . 


例 2 设 矩 阵 A=(a )ws, 其 4 个 特征 值 分 别 为 发 =15 一 10 =1,2,3,4), 即 为 一 14， 
waman ae] —0. 928 6 与 1 较 接近 . 


现 作 平移 变换 , 令 


B=A—pI (p=12), 
则 BB 的 4 个 特征 值 分 别 为 二 2,ps =1, i 0а 一 一 1, 故 有 


a| = |322| 1 
fi al z <0. 928 6. 
ЖИЕК B 的 主 特征 值 ya 时 ,决定 收 化 速度 的 比值 | 从 =0. 5, 这 比 z =0. 928 6 小 


得 多 . 
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下 面 的 关键 在 如 何 选择 既 能 明显 地 提高 收敛 速度 ,又 不 致 于 求 出 的 是 另 一 个 特征 值 
的 方法 . 
设 4 的 特征 值 满足 
lal>l2 Í | S lAs 122 làni |> lAn le 
M В=А pI, НЕЕ А — pG =1,2,---,n). 易 证 :对 任意 的 p,B 的 主 特征 值 或 者 
是 X41 一 ,或 者 是 ,一 p. 事实 上 有 以 下 三 种 情况 成 立 . 
DE реА, MA 
la р 1А РА р, i#l,n; (5—10) 
DE p=, WA 
lai РЇ 21А pl 21,1, i#l,n; 5—11) 
(3) 若 pAi(i 关 1,n) ,或 者 式 (5 一 10) 成 立 , 或 者 式 (5 一 11) 成 立 . 
以 下 给 出 确定 合适 的 p 值 的 两 种 方案 . 
(1) 若 希望 计算 А, 及 相应 的 х ОЕ p WE la l> lapl HIE 


àzo) |А„—р 
Атр АР 


o —max [| ) =min. 


Е о = тіп 的 充分 必要 条 件 是 


м=—р| -| 和 一刀 
加 一 让 lamel’ 
即 ГА pl 1А — pl. (5—12) 


在 式 (5 一 12) 中 , 若 jz 一 p= 和 一 ,得 hz А, НЕКИЕ рій; А — p= — Q, 一 
р), ДИВ 
АА 


p= 6-13) 
(2) 车 希望 计算 4, RADA х, ЖЕЕ p WE làn 一 加 > là — p|, B 48 
o=max[ w Ë a 5 ==, 
同样 易 证 w= min 的 充分 必要 条 件 是 
2 =à 

Ар А.р" 
вр la 2р1 = 1А pl. (5—14) 
ЖЕЛ А, — p= — Q: 一 力 , 从 而 解 得 

p= Han, 5—15) 


归纳 上 述 讨论 ,我 们 得 到 原点 平移 法 的 计算 步 又 : 

设 和 矩阵 A 一 Cay ),xv, 其 特征 值 满足 

- lai l >Ja} Slas |> 2 Am | > lành. 
DHW А, RAED ха. 
йс р=5 ут, ВА рі 作 规范 化 告 法 , 即 
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и = vo +0, 
oa a. (5—16) 
шь —vw /max(w), k=1,2,-- 


则 有 
limu, =xi/max(xi), (5—17) 
кте 
limmax(v,) =à, 一 户 . (5—18) 
k= 


即 是 说 规范 化 向 量 u, 的 极限 是 4 的 对 应 于 Xi 的 主 特征 向 量 ;迭代 向 量 w 的 最 大 模 分 量 
的 极限 是 B 的 主 特征 值 ,从 而 i —р) +р А 即 是 А 的 主 特征 值 . 

(2) 计 算 4,( 最 小 模特 征 值 ) 及 相应 的 特征 向 量 х. 

Ж р= (41 +А„-1)/2,4] В=А—р1 ЕЖЕ, Вр 


u =v #0, 
аам (5—19) 
и,=у,/тах(»,), 1,2," 


则 有 
limu, =x,/max(x,), (5 一 20) 
limmax(w) =à, —p. (5—21) 
кө 


即 是 说 规范 化 向 量 u, 的 极限 是 В GI ЙЕ ЖЕ; ЖЫ] ЖЕ w 的 最 大 模 分 量 的 极限 是 B 
的 主 特征 值 ,从 而 (4, — p) + p=2, 即 是 A 的 最 小 模特 征 值 . 
例 3 用 原点 平移 法 计算 例 1 中 矩阵 A 的 主 特征 值 及 相应 的 特征 向 重 . 
解 取 p=0.75,B=A 一 pI, 且 
B=| 1 0.25 0.25 


0.25 1 0. a 
0.5 0.25 1.25 


对 B ИЕЫ. 

令 m=m=(1,1,1)7, 则 有 

v =Bu =(1.75,1.5,2)7, 

max(vi) =2, 

u, =vi/max(w) 一 (0. 875,0. 75,1)7; 
w=Bu 一 (1. 468 8,1. 312 5,1. 875)7， 
тах(у;) =1. 875, 

и; =v: /тах(у;) = (0. 783 4,0.7,1)7; 


v =Виз = (1. 336 9,1. 160 7,1. 786 6)7, 
max(m) =1. 786 6, 

us =v, тахи) =(0. 748 3,0. 649 7,1)7; 
wo 一 Bus =(1. 336 9,1. 160 7,1. 786 6)”, 
max(wmo) 一 1. 786 6, 

и 一 mo/max(wo) 一 (0. 748 3,0. 649 7,1)7. 
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因为 ll uo —us Ї = =max(0,0,0) =0, 
所 以 xi =u =(0. 748 3,0. 6497,1)". 
故 一 0.75=1.786 6, 即 
А =1. 786 6 +0. 75 =2. 536 6. 
此 题 用 原点 平移 法 经 10 次 迭代 的 结果 与 例 1 直接 对 A 用 规范 化 守法 经 20 次 迭代 的 
结果 基本 相同 . 


5.2.4 RWA 


5.2.4.1 计算 最 小 模特 征 值 及 相应 的 特征 向 量 
BUERE A = (ay )wxwydet(4) 天 0,A 与 4-! 的 特征 值 分 别 为 


AG=12,0, LG=12,. 


若 4 的 特征 值 分 布 为 
Аз 21да l >> làn 12А 15 
相应 的 特征 向 量 为 
Xl Xa Ха) Xn 
则 4 的 特征 值 分 布 应 为 
1 
А 


1 
一 -| >.> 
= 


1 


А 


相应 的 特征 向 量 为 
Xns X,-1i "tt X: Xi. 
定理 5.4 BER A= (ov )wxvydet(4) 天 0, 且 
(1)A 有 完全 的 特征 向 量 系 ; 
(2)4 的 特征 值 分 布 为 
Таа 1214: | > > làn |> làn | >0. 
对 任 给 的 uo =vo #0, X} АТ ЕНЕ 


w =A ui BD Av, =u, 


(5—22 
u, =v,/max(n), Ё=1,2,+=° 2 
则 有 
limu =x,/max(x.); (5—23) 
В 
limmax(v,) =. (5 一 24) 
— Àn 


上 述 结论 表明 ,规范 化 向 量 u, 的 极限 向 量 即 是 矩阵 4 一 的 主 特征 向 量 ,也 是 矩阵 A 
的 最 小 模特 征 值 *, 对 应 的 特征 向 其 ;而 迭代 向 量 的 最 大 模 分 量 的 极限 则 是 A~ 的 主 特征 
值 ,也 是 А 的 最 小 模特 征 值 . 

5.2.4.2 计算 已 知 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 

ЎА = (4)... БА 的 某 一 特征 值 Me 的 近似 值 为 9, 即 Me。 а. 一 般 说 来 ,总 会 有 


làn =al = min |А: Ан |. 
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按 原点 平移 法 的 思想 , 取 pg, 作 B=A —qI , | B 的 最 小 模特 征 值 应 为 he 一 gq, 而 对 应 的 
特征 向 量 则 与 4 的 所 对 应 的 特征 向 量 相 同 . 


定理 5.5 WER A= (ai )wx, 的 特征 值 系 统 为 (i 一 1,2， 
n), H 


(Dxi(i=1,2,…,nn) 线 性 无 关 ; 
(Dàn ~q, (A -qD 存在 , 且 满足 


1 В SBR Pk Ж ; 
ГЕ = Tu ql: 1=1,2,"",п, i*n; 


ап), x Gi=1,2,, 


(Эш = Уа x, # Olan # 0). 
对 (4 一 aD- АЕЛИК. 


=v#0, 
| =(A—ql) u-i, 即 (4 一 0Dw =щ-1› 


(5 一 26) 
u, =v, /max(v,). 
则 有 
limu, =х„/тах(хь„); (5—27) 
limmaxCw) "с=т (5—28) 


即 是 说 ,规范 化 向 量 u, 的 极限 向 量 即 是 h。 所 对 应 的 特征 向 量 ;而 迭代 向 基 的 最 大 模 分 二 
的 极限 是 ,从 该 数 的 倒数 减 去 q ВА. 


证 因为 и =(A—qD lui =(A—qD 1— 


max(vi-i) 
a (А-О 
=‹А-4)-! 
A-D ax 4) a Dv] 
Mi (A—gD % 
паха 4) 97%] 
sZ (A—gD tus 
max[ (À —ql) “°ш]' 
А v (А 4) ‘uo 。 max[A 9) ° uo J 
所 以 u акб) max (А4) C Du] ` 


тпах{ СА —ql) ио] 
A-us 
max[ (A —1) о] 
又 因为 (А-4), Agr i=l,2, on 
(A—qD xi AiD 1,2,7, 


Д «А —ql) tu, = (À —qID O a: xi) 
а 
= У\а Q, — 9х; 
а 
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=. (Eq) +a (А), 


г) А279 
8 .Ha (А29), 
Hee +a, Xn + +, (04), ], 
ok =Z 
人 2 
limu = іт тат Ето) 
max| а, (к=) ж r x. ++. (24) za] 
ааа ы лк... 
max(a,x,,) тах(х„) 
同 理 可 得 limmax(w) =—L 
кезе Am—q 
在 反 宕 法 迭代 公式 (5 一 26) 中 , 求 w 可 通过 解 方程 组 
(A—ql)v, =u- (5—29) 


求 得 . 但 每 迭代 一 次 需要 解 一 次 方程 组 (5 一 29), 为 了 节省 工作 量 ,可 事先 用 列 主 元 消 元 法 
将 A 一 qf 分解 为 两 个 三 角 和 矩阵 的 乘积 , 即 用 列 主 元 三 角 分 解法 
P(A—ql) =LU. 
其 中 ,P 为 某 个 置换 阵 . 于 是 ,每 次 迭代 求 v, 只 需 解 两 个 三 角 方 程 组 
Ly, =Рщ-1, 
Uv =у,. 
由 此 , 反 短 法 迭代 公式 可 写 为 
Ly, =Ри-\, 
и у, 
u, =у,Гтах(уь), 21,2, 
ио =W 0 (а, 20). 
FE, СЕИ -223R v, ETA LU 分 解 算法 求解 方程 组 Aw =u. 


525 АУБ ЯАМ 


DX} A ЕЕЕ. 
ВА = (а) „КОНЕН A 
lài 21да | > > lAn 1 >l l 


(5—30) 


或 м =» = =А,, lA > lAn >an 21А» 
则 对 A 作 规范 化 宕 法 : 
uo =v #0 (а +0), 
| =Аш-1, 
и, —w/max(w),k=1,2,--- 


从 而 可 得 


f =xi/max(xi), 
к 
limmax(v,) =A1. 
[= 
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(2) 对 A 一 PI 作 规范 化 军法 (原点 平移 ) : 
=» +0, 


у,=(А—р)шщ—\, 


и, =v/max(w), 1,2," 


车 p=Q1+4.)/2, 则 
limu, =xi/max(xi), 
к= 


limmax(Cw) =A1 Р, 
к= 
Фр) +р=А + 


Жр +А,-1) 12,00 
limum, =х, /тах(х,), 
= 


limmax(v,) =А, —p+ 
к= 
О„—р)+р=А.. 


(3) 对 ATERTAL TRE. 
设 A 与 4 的 特征 值 分 布 分 别 为 


lal2l2 | >> >|л„1, 


1 
>|} 
>||, 


1 


对 应 的 特征 向 量 为 za X2 зеў 
А 


|> 
AEREE EE х, ухас › i. 对 4-' 作 规范 化 军法 : 
Ë =w #0 (а, 30), 


|-> 


А-1 


у SATU» 
u, =v /max(v), 21,2," 


limum, =x,/max(x,), 
к= 
ы “ЕГ 
кте Àn 
(4) 对 (4 —qIDD ЕДЕР (q А) : 
цо = vo #0 Cam #0), 
-ew . 
и, 


= /max(v,), 
limu, 一 ze/max(xm)， 
re 


=1,2, 


Арыы 


习题 5 
` 1. 用 规范 化 寡 法 计算 下 列 矩 阵 的 主 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 


. 当 特 征 值 为 3 位 小 
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数 稳定 时 终止 迭代 . 


АА; S 3 一 
nls 4 Ч} ou-|- 6 | 
р Е з за 
` 2. 用 原点 平移 法 计算 矩阵 4 的 主 特征 值 ,其 中 
-3 1 0 
a-f: -3 al 
0 -3 4 
取 一 一 4, 当 特征 值 有 3 位 小 数 稳定 时 终止 选 代 . 


1 0 
зал 3 iamar аныкт е "тә нине ти, 
0 1 4. 
为 2 次 . 
È 打 * 号 的 习题 在 本 书 附录 卫 作 了 详解 . 
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第 6 章 插值 法 与 曲线 拟 合 


在 许多 实际 问题 中 ,为 了 研究 某 些 变量 间 的 函数 关系 ,往往 是 通过 实测 数据 来 选择 一 
个 比较 合理 且 易 计算 的 近似 函数 代替 原 函 数 的 . 有 各 种 不 同 的 求 取 近似 函 数 的 方法 . 在 本 
章 中 ,我 们 介绍 两 个 在 科学 研究 和 工程 计算 中 最 常用 的 方法 一 一 多 项 式 插值 与 曲线 拟 合 . 


6.1 一 元 代数 函数 插值 


6.1.1 插值 问题 
定义 6. 1 给 定 实测 数据 


бау) олот 
ЖИР z, Zx; (ij), B y = f(zi); 
给 定 函数 系 
{фьСа) imo.. 
其 中 ps(z) 均 为 次 数 不 超 过 EHR, B (o, Са) Е (зо ,I，…,zr,)} 上 线性 无 关 , 即 
ф(җ) q(xo) … Palto) 
Феба) pı) n% Pal) o; @-1) 
фоб) ф(а) ++ Palan) 
R pa) = D apila) tE 
= 
Palri) =y =f), i=0,1,=,.n. (6—2) 


我 们 称 上 述 问题 为 一 元 代数 插值 问题 ,并 称 zx;(i=0,1,…,n) 为 插值 结 点 ;pr (zx) (k=0， 
.nm) 为 插值 基 函 数 ;如 (z) 为 插值 多 项 式 ;,J(z) 为 被 插值 函数 ; 式 (6 一 2) 为 插值 条 件 ; 
[2 ,为 插值 区 间 ， ЖЕР a= minz; b= maxz; à 
通常 -个 插值 问题 应 包含 : 三 个 广 面 的 内 容 ， 
(1) 构 造 插值 多 项 式 pr (zx) , 且 满 足 插值 条 件 (6 一 2); 
(2) 对 给 定 的 插值 点 zE[a,6],z 关 zi, 计 算 f(z) р, С); 
(3) 估 计 余 项 RC) = fCz) р. (х). 


6.1.2 插值 多 项 式 的 存在 惟一 性 
由 插值 条 件 p, (zi) =(i=0,1,…,m) 得 到 线性 方程 组 
Sapia) = y. 0н 
展开 上 式 得 т 
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Copo (zo) +ci@1 (zo) Hee снр, (zo) = уо, 

cogo (zi) Harp (z) Hee Бер. (а) у, 

сафо (z) Telp) (En) H еар, (En) = yn. 
即 

@o(zo) фіб20) … ф„()][ф > 

Pola) in) … фит) |а| |у 


PolEn) @i(z,) ++ @,Cz,)] Lc, 'n. 


据 定义 6. 1, (pi) } 在 点 集 {zoyzi,…,zo} 上 线性 无 关 , 即 以 上 方程 组 系数 矩阵 的 行 


列 式 不 为 零 , 所 以 该 方程 组 存在 惟一 解 ceCk=0,1,…,n) , 故 加 (z) = У) capi G) ЕН. 


ko 


L 
6.2 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 值 方法 


6.2.1 HEERA 


定义 6.2 EX 6.1 ФАЗЕ ф(х) =Һ(т)(Е=0,1,+-,л),Н 
быу he en шуна 
0, 19, 

称 Сс) 6 0,1,5" ,n)28 Lagrange АЗЕРА. 

容易 证 明基 函数 i,(z) 具 有 以 下 性 质 : 

(1) 基 函数 (zx) 的 表达 式 为 
(z zo) (z —za=1) (z TH (并 一 Za) _. 
Th To) Th Ir-r) (Er Lrt)" (Zi 2) 


h(z) =7 


证 据 式 (6 一 3)4(zi) =0,i 了 k, 知 4(z) 具 有 nn 个 零点 zi(i=0,1,*… 


л) „ВТЦ 
l(a) =Аб= >to) (zar) (£ ла) бад). 
Ah hL) =1,48 


AlE —zo)*** (za 04-1) (Er 一 Zi) (z, —z,) =l, 


A= 1 
(= л Ga лейт n) 
L Ea) rT) Fz) zt) 
因而 aO Tm Tko) a ze) Cr an x) 


(2) 基 函数 序列 {4(z) jh-oa ERR {ToT 1，…,T,} 上 线性 无 关 . 


112 


(6—3) 


sk 一 1,k 十 1， 


证 据 式 (6 一 3) 有 
Ь(%) h(xzo) … (ж) 1 0 = 0 
kl) h) е һм) ы о 1 zii; 
165) L(x) … alaa) 0 0 … 1 
FREVA Сх) Jamo. a ERE (лозу ttan) ERTETEK. 


6.2.2 Lagrange 插值 多 项 式 
定义 6.3 ЁШ 
L.G) = Ўл 


0 


的 次 插值 多 项 式 称 为 Lagrange 插值 多 项 式 ,其 中 y,(k 一 0,1,…,n) 为 实测 数据 的 函数 
值 ,L(xz) (k=0,1,…,n) 为 Lagrange 插值 基 函 数 . 

易 知 L,(z) 具 有 以 下 性 质 : 

(1)L,(z) 满 足 插值 条 件 L.G) ву, 0,1,5. 

事实 上 , 据 式 (6 一 3) 有 


1.00) = У) у 0С) =y i=0,1, on. 
= 


《2)L,(z) 惟 一 存在 . 

由 于 L,(z) 满 足 插值 条 件 , 且 基 本 数 序 列 {4.(z)) 在 点 集 {x。 ,1，…，,z,} 上 线性 无 关 ， 
故 据 6. 1. 2 的 结论 ,L,(z) 惟 一 存在 . 

我 们 还 可 以 用 另外 的 方法 证 明 L,《z) 的 存在 惟一 性 . 

设 n 次 多 项 式 y,(z) 取 L,(z), 且 如 (zx) 满 足 插 值 条 件 , 即 g, Cr) Syo i=0,1,- n. 

令 F,(z) =L,(z) —yh (7), 6—4) 
且 FuCzi) 一 Lo(Czi) 一 办 (zi) =0, i=0,1,=-,n. (6—5) 

由 式 (6 一 4) 知 ,F(z) 是 次 数 不 超 过 次 的 多 项 式 ;又 由 式 (6 一 5) 知 ,F,(z) 有 n+1 
个 零点 ,这 显然 不 符合 代数 基本 定理 ,所 以 F, Сх) 三 0, 即 

#,G) =1„(л). 


6.2.3 L,(z) 的 两 种 表达 式 
《1) 紧凑 形 式 : 


ба ло) (TTI (азан) rn) 
A = 


(аъ 20)" (zx аьа) (za ьн) Th —z,) 


= T[ ===, 
j=6 Th T Zi 
ja 


x ee 
L= Dn = D (T Z) 6—6) 


#2006 —6) 5 L, (z) ЖИ. 
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(2) 带 导数 的 形式 : 


设 
отб) = (z 一 zo)(z 一 z)…(Cz 一 z) = Ца), 
J26 
则 
= 
әб) = Tess) +I -z) 十 … Па zj) +e + Це), 
ж; 这 “ 19 
отб) = ЦА, у), 
jpa 
v Е: wni C) 
所 以 HD rr)’ 
wan (z) 
L.G)= > AT EEn 


称 式 (6 一 7) 为 L。(z) 的 带 导数 的 形式 . 
6.2.4 ”插值 应 用 举例 


对 于 Lagrange 插值 多 项 式 ,通常 用 到 л =1,2 的 情形 . 
Á n=1 时 ,实测 数据 为 (zi,yi)i-o4, 则 = 插值 多 项 式 为 
LG) =з) +у (а) = ЖЕ» Ey. 
令 LiCz) 一 >y, 则 上 式 即 是 通过 两 点 的 直线 方程 ， 
下 面 列 出 直线 方程 的 几 种 形式 : 


СУН. у-у =L (rro); 


= 一 To 


Y» 2—20, 
〈2) 两 点 式 : EPE 


+. хо 
(йз у= 1% == Tn" 


由 此 可 见 ,Lagrange 一 次 插值 多 项 式 所 形成 的 直线 方程 即 是 通过 两 点 的 直线 对 称 式 
方程 . 
当 n=2 时 ,实测 数据 为 (zi,y)i-oaz, 则 Lagrange 插值 多 项 式 为 
1.02) =yolo (£) +у 1 (х) +yzl: (х). 


_ (z—x)(z—x) 

其 中 ba) Tn n) z) 
_ s) e=) 

LD = C x) Gr за)’ 
(z—za)(z—n) 


BGD C а) Сега): 
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例 1 已 知 /4 一 2,V9 =3, VI6 =4, 求 /7 的 近似 值 . 
解 令 y=Vz, 列 表 6 一 1. 


z I Zo=4 z =9 z, =16 
у=ух | »=?2 э =З 


(1) 用 线性 插值 多 项 式 . 
ER 6 一 1 所 列 的 三 组 数据 中 ,可 以 任 取 两 组 数据 构造 线性 插值 多 项 式 L, (zx). 鉴于 
插值 点 z=7 所 处 的 位 置 , 宜 于 选取 (zo уо), (zi зул) HNE Li (z). 
Li (z) =L (x) yo +h (xz) yr 
2—9 


ы кА 
= =° X2+5 一 4 X3 


一 一 也 (zx 一 9) +a). 
所 以 V7 =L, (7) =2. 6. 
〈2) 用 全 部 数据 (zi,y)i-ox.z 构 造 二 次 插值 多 项 式 Llr). 
Lila) =l (z) yo +h (z)yi +С) y2 


(2-92-16) „„ , (1-4) (2—16) 
(4—9)(4—16› 2 T (9 4(9 16) X3 
(х—4)(х—9) 
16—40(16—9) A 


, -3+81_2- 
所 以 М 10) =+ +35 —7 = 2: 628 6. 


例 2 已 知 正弦 函数 sinz 的 部 分 数据 如 表 6 一 2 所 示 , 求 sin40 的 近似 值 . 
表 6 一 2 


y=sinr 


解 О), уо), (ау) Li (z). 


因为 ®=30°—#, д=45°=Ж, 2—40 25, 
所 以 Li(z) =b (Dy 二 (zy 
过 
=—® хо.5+——® xo.7071， 
x= x =. x 
674 46 


sin40 =з Л) =L, QE) =0. 638 0. 
〈2) 用 全 部 数据 (zi,y),z=0,1,2 构造 L, (z). 
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1.00) =lh(z)ys +h (л) у + (лэ) ys 
(к-Т)(—-%) 


其 中 9) = ; 
PPEP 
(«—®)(х—®) 
деж с елеч 
76066 3) 
(«-®)(х-®) 
ан EET 
FPF P 
2m2 2m8 2л,__1 
因为 С, LPE LPT 
所 以 LÊZ) 2 хо. 5+ х0. 707 1—4 x0. 866 0=0. 643 4, 


sin40° =sin £) ~L (Л) =0. 6434. 


6.2.5 插值 余 项 


Htela b] EA La NEW fCz) , 则 其 截断 误差 R,(z) = fC) 一 L,(z) 称 为 插值 多 项 
式 L,(z) 的 余 项 . 

显然 R,(=,) = f(z,) —L,(z,) =0, i=0,1,="n, 
而 对 Yrz#z(i=0,1,…,n) 有 

R,(z) #0. 

估计 |R,(z) | 的 值 可 得 到 f(x) 的 近似 值 L,(z) 的 误差 估计 . 关于 余 项 R,(z) 的 估计 ， 
有 以 下 定理 成 立 . 

定理 6.1 设 

(Df(z) 在 [a,6b] 上 连续 ,f“*” (xz) 在 区 间 (a,6) 内 存在 ; 

(2) 节 点 z, 满足 

aLr Stı S Lt, Kb; 


(3)L,(z) 为 f(x) 的 Lagrange 插值 多 项 式 . 


由 此 可 得 。R,(z) =f) 1) = (O, GD, EECa). 
D! 


nt 
证 因为 Re(zi) =0, #=0,1,зз›п, 
所 以 R.(z) =K(z)(z 0) (z —z,) 
=K(z)e.i (z). 
设 P) =f) 1,00) КО) ло) En) > 


则 gG) =0,t 5x0, s En z, B p() 在 区 间 [a,6b] 内 至 少 有 n+2 个 零点 . 因此 : 
Ф (7) 在 区 间 [a,6] 内 至 少 有 n 十 1 个 零点 ; 
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Ф (2) 在 区 间 [a,6] 内 至 少 有 个 零点 ; 


gt (2) 在 区 间 [a,6] 内 至 少 有 一 个 零点 . 记 该 零点 为 6, 于 是 有 
gO = f "OY Kz) a+)! =0. 


¿ рео 
所 以 K(z)= (Ер! 


R.) =L өн). 
在 估计 R,(z) 时 遇 到 的 困难 是 ,由 于 EE (a,5) 不 能 具体 给 出 , 故 / “+ (6) 无 法 计算 ， 
通常 是 估计 出 
as G| 一 Mr 


于 是 有 е) Мэн Гоа. 
在 例 2 中 ,因为 

sin40° =L, (E) =0. 643 4, 

则 R40) =R D) 
<Ha -pereda ar 
而 M; = тах |£” (z)| 
一 max|cosz| <1, 

所 以 Ra(40 ) <+ x0. 174 5 х0. 087 3 X0. 349 1 

=0. 000 866 

=0. 866 X10 2 <0. 5 107°, 
故 sin40 ~0. 64( 准 确 至 两 位 小 数 ). 


6.2.6 Lagrange 插值 方法 评价 


Lagrange 插值 方法 是 最 基本 的 插值 方法 ,其 插值 公式 形式 对 称 ,便于 记忆 ,但 在 实际 
应 用 中 有 诸多 不 便 . 
首先 , 它 不 是 一 种 自 适应 的 算法 , 即 是 说 Lagrange 插值 多 项 式 无 法 实现 逐步 递 推 . 
АП, С, уг) ол. 
Li(z)=l (x)yo +h с. 
===; у= 
Zo 2 2—20 


yy ; 
ERINA Са зу) оола ИЙ 
Таба) lolz) yo Hi (z)yi Ha (x) уг 


(х-—хт\)(х—х) (并 一 zo)( 工 一 zz) (х—х)(х—х\) 
Slo 2а) (zo ~)? Cr zz ла) (ж, — o) (zs л)? 
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显然 L:(z) 不 能 由 Li(z) 递 推 得 到 . 

其 次 ,由 插值 余 项 R.(z) 估 计 1. C) 的 误差 十 分 困难 . 据 定理 6.1, | R, (zx) | < 
Tilon OER Mea = mas |f O 1. 4 /(z) 无 表达 式 时 ,采用 此 方法 根本 
无 法 估计 М... 一般 说 来 , 即 合 给 出 /(z) 的 表达 式 ,估计 Mt 也 是 十 分 困难 的 . 

下 面 我 们 将 介绍 一 种 新 的 插 信 方法 一 Newton 均 差 插值 法 . 它 是 一 种 自 适应 算法 ， 
具有 便于 估计 误差 等 优点 . 


6.3 Newton 均 差 插值 方法 


6.3.1 均 差 与 均 差 表 
定义 6.4 (х,у) олн Д з Ar GA) ER 
Aan 0а), ia,n 
为 /(z) 关 于 结 点 zi zi 的 一 阶 均 差 ; 称 
їл эле,а] Даа] Лана], 


五 一 Zr 
为 【(z) 关 于 结 点 tiistai xi 的 二 阶 均 差 ; 称 


fri zi ri] = 


i=2,3 pesn 


‚ i=k,k+lynsn 


Zi —Z— 
为 F(z) 关 于 结 点 titia Wk 阶 均 差 
令 上 =1,2,…,n, 我 们 便 得 到 由 一 阶 均 差 ,二 阶 均 差 …… 直 至 n 阶 均 差 构 成 的 均 差 表 
( 见 表 6 一 3). 
表 6-3 
= [fe | Fa] иаа] а 
zo | flo) |_ 
= |fGa)| fimen] 
En ао saan 区 二 


а |/Go| Fira] — OPEREN 


了 Fa Бии т ааа |/[ жэл, тэл] 


6.3.2 Newton 均 差 插值 多 项 式 


设 (ziyi)iou.…nsZi 关 Zi(i 关 j); 工 为 插值 区 间 [a,5] 上 的 任 一 点 ,依次 作 一 阶 ,二 阶 ， 


… sn 十 1 阶 均 差 , 即 
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frn D, 
Pei anl f хэле], 
f Р 2510501] 


Иза] =. 


ад ода. жуз" sali Arm эла]. 
从 以 上 各 式 依次 解 得 

Sx) = flx) + flrs xo (£z), 

Лх) зоа] +flz, zo zz—z), 


flzszos 71]= floz sz] +fLz, zo Ts Te](z—zx2), 


ПЕЕЛ ЕЕЕ Сад 
依次 将 后 式 代 入 前 式 得 
jz)=(zo)+[zo,z](z 一 z) 十 J[zoyziyzz](z 一 zo)Cz 一 zi) 

+++ +/[ уху, эх„](ж—хь)(ж—х)++(х—хл„-1) 

十 [zzoyzi…zo](z 一 zo)( 工 一 zi)…( 工 一 Zn). 
记 вь(х) 一 ( 工 一 ro)…( 工 一 ZI) (k=1,2,",n+1), 

则 б) = flao) + fE zo оз Jo) (£) Й зоа sz: Jw2 (z) 
+++ +/[ хул, En wn CE) + flz,zo zi э Tn Јон (z). 


令 N,Gz)= У) fzos ri Th oT), (6—8) 
= 
R,.(z) = f[z,zo, zi s £n wn (z), (6—9) 
则 有 f) =N.(z) +R,(z). (6 一 10) 


我 们 称 ”次 多 项 式 N, (z) H Newton 均 差 插值 多 项 式 ,R,(z) 为 其 插值 余 项 . 

从 表 6—3 看 出 ,Newton 均 差 插值 多 项 式 №, (zx) 的 各 项 系数 即 是 均 差 表 对 角 线 上 的 
各 阶 均 差 . 

N,(z) 具 有 如 下 性 质 : 


 ] N,(z)= È anw, 


HP orl) (k=0,1,*… ора N. OHER 而 组 合 常数 a= flr] 
0,1, 

《2)N,(z) 满 足 插值 条 件 , 即 

№0) =з, i=0,1,=-,n. 
事实 上 ,R,(z;) =0,i=0,1,…,n, 由 式 (6 一 10) 知 
М.х = f(x) —R,Gzi) = fC) =y i=0,1, on 
(3)N.(z) 惟 一 存在 . 
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BEAD ,有 Ма) = Š) a o) (z). ЫЕ RREN ERRI o Cr) ca. a fE A. 


集 {zo,z1,…,z,) 上 线性 无 关 . PELEH {w (r) оола E {Torz tEn) НЙТ 


列 式 不 为 零 , 即 
1 0 0 ° 0 
1 =-= 0 = 0 


1 22-20 (ат:—х)(х:—х\) 


1 zu 一 ro (х„—х)(х„—х) … ба, оло) бк, I1) (z, Em) 
一 1 。(zl —zo) (ay ло) (£2 д) (z, —zo)(z, —zi)* (z, —z,—i) 90 
(аёл), ij). 
由 6. 1. 2 的 证 明 可 知 Nv(Cz) 惟 一 存在 . 
(4) 插 值 余 项 R,(z) 的 估计 式 为 
R,(z) =f[z, £o 215s En on (z) 
= flo zo" En s2 ]wnt Ох). 

鉴于 /[zo,zi,…vzwyz] 中 的 不 确定 性 ,通常 采用 两 种 估计 R,(z) 的 方案 : 


1 “增加 一 个 节点 Tei A Tar AREF z, BD 
е = Ў firmama), 


0 


R.(z)==f[zo mozo zea ont (z); 


2” 插值 公式 退 后 一 阶 ,以 zx, Ит, 
Н = š flzosz1 st sti oy (z), 


= 
R.- iC) = f[zo must Te z, Jo, (z). 


注 PA f[z,zo, "z. ]=flzo z. z]06 438388 6. 3. 3 中 的 性 质 2 中 给 出 ， 
例 3 表 6 一 4 为 正弦 函数 sinz 的 部 分 数据 , 求 sin40" = sinC2 O MEM Сл = 
0. 698 1). 


表 6 一 4 
工 sinr 工 sinz 
= х 
z 0.5 z 0.8660 
= x 
т 0.7071 š 1 


8 ” 先 构造 均 差 表 如 表 6 一 5 所 示 . 
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表 6 一 5 


= sinz, 一 阶 均 差 | mh ЕТЕ 
0.5236 0.5 
0.7854 0.7071 0.7911 
1.0472 0.8660 0.6070 | —0.3516 
1.5708 1 0.2559 | —04470 —0.0911 


UR 6 一 5 中 对 角 线 上 的 各 阶 均 差 为 系数 ,建立 各 阶 Newton 均 差 插值 多 项 式 ,并 估 
йз. 
a) N: (2) =f (xo) + f[ zo z1 ](z—zo) 
=0. 5 +0. 791 1(z 一 0.523 6), 
N, (0. 698 1) =0. 5 +0. 791 1(0. 698 1—0. 523 6) 
=0. 638 0, 
Ri (£) ~ [zo , zi za (2—20) (к-а) 
= —0.351 6(z 一 0. 523 6)(z 一 0.785 4), 
[R1 C0. 698 1) | =0. 535 6 X107? <0. 5 х107!, 
所 以 sin40° =N, (0. 698 1) =0. 638 0( 准 确 至 第 一 位 小 数 ). 
(2) № б) = № С) + f[zo zi za (£ —ль)(ж—х\) 
=N; (x) +R, (z), 
N, (0. 698 1) =0. 638 0 +0. 535 6 X107? 
=0.6434, 
К, (2х) ~ f[zo zi хз, zs ](z —zo)(z —zi)(z —za)+ 
I|R,(0. 698 1) | =0. 091 1 X0. 174 5 X0. 087 3 X0. 349 1 
=0. 484 5 X107? <0. 5X107, 
所 以 sin40 ~ №, (0. 698 1) =0. 643 4( 准 确 至 第 三 位 小 数 ). 
例 4 表 6 一 6 为 z;,f(z) 的 部 分 数据 , 求 /(4.01). 


表 6-6 
= =) | а Уб) 
4.0002 0.620817 | 4.0233 0.604 582 4 
4.010 4 0.6031877 | 4. 029 4 0. 605 240 4 
Ñ ”构造 均 差 表 如 表 6 一 7 所 示 . 
表 6 一 7 
=, fx) 一 阶 均 差 二 阶 均 差 三 阶 均 差 
4.0002 0.6020817 
4.0104 0.603 1877 | 0.1084314 
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续 表 6 一 7 
= f(x) 一 阶 均 差 二 阶 均 差 三 阶 均 差 
4.0233 0.604 582 4 0.1081163 —0.0136407 | 


4.029 4 0.605 240 4 0.1078689 | —0.0130211 | 0.012119 2 


N, (z) =0. 602 081 7 +0. 108 431 4(x—4. 000 2) 
一 0.013 640 7 X (z —4. 000 2)(z 一 4.010 1), 
N, (4. 01) =0. 603 144 4, 
Е, (х) ^0. 021 219 2(х —4. 000 2) (x —4. 010 4) (х —4. 023 3), 
|R: (4. 01) | =0. 1 X107 <0. 5 х107*, 
所 以 fC4. 01) =N, (4. 01) =0. 603 144 4. 


6.3.3 均 差 的 性 质 


А 
a) ftonin] = У) A, (6 一 11) 


£f ok (z;) 
其 中 wit (zj) = (zj о) (a а) Tj zj) (z; a). 
容易 验证 k=1,2 时 , 式 (6 一 11) 成 立 . 
当 k=1 时 ,有 
ee = f(x) — f Cto) fC) +290, 
Tı — To Sio 


Tn 2 -. 
而 а(х) =(т—)(х—х\), 
wa (zo) 一 ro 一 Ziy 


, 
wz (21) =z To. 


所 以 Лаза] Дию +f) 


a (zo) as Gi" 


当 &=2 时 ,有 
aads Ll 
将 Ласа] 00, утаа) О 
12—21 T To 
代入 上 式 得 
уо) f(z) fe) 

Sanal = Уш) L Ga 0) Gr л) + (Ga i Ga =Z" 

而 озб) =(z—)(z—an)(z—zs), 


wa (zo) = (zo —zi) (zo ~), 
wa (zi) =(zi о) (zi 2а), 


wa (12) 一 (zz —zo) (aa —zi). 


所 以 /ena ДО +0 +m, 


з (zo) wa (a) ws (ax) 


下 面 我 们 利用 恒等式 L,(x) = Nu,(z) 证 明 性 质 1 对 任意 的 正 整数 上 成 立 . 事实 上 


La = $ — “aG 


ас __ 
名 Сс дуета C)”: 


= Ф (z) 


Е отт (zt) TT 


Bp 
ia O Wml) ааб) L., Wnt1(T) 

L.G) rm 2—20 Со 2—21 Toe) х—л„` 

故 L,(z) 的 首 项 系数 应 为 
о У ж» 一 Ж%. „з Гр 

ези ерут Hama 265. 

而 对 于 N, C) = У) Изола Joy (z), 
名 

它 的 首 项 应 为 


ee eps саа, 
其 系数 为 ГР! 
因为 L,(z) =N,Cz) , 故 它们 的 首 项 系数 应 相等 . 所 以 有 
аьаа] A. 


£ wnt (2), 
k 


同 理 Jlzo zo z ]= > 
(2) 均 差 的 对 称 性 , 即 


[ro 一 [ze 


证 由 性 质 1, 即 式 (6 一 11)， 


С) 
wnt С) 


РНЫ Раг ЭРИНИ ІС Уан 


wk+ (zo) аа С) 
yA ponp f 
аъ Cz) wkt CT) 


=Й, stj sti sz] 
再 由 对 称 性 可 得 上 阶 均 差 的 另 一 种 计算 公式 : 


7-25 элү, Ta ж] fro Te Ta Ze] 


ПЕЕЛИ Limi Th 


=k T Tk- 
事实 上 
ДЇ, ху, эль | 
EE лу] — f[za—i zo rt] 
i 
Ало зла зола) — floss] 
Ia TIm Ë 
® 
D fanran], eela] 
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证 02:0) ола, NODE ЕЗЁ k +1 个 结 点 构成 的 上 Et Newton 插值 多 
项 式 . 

因为 №0) =у, i=0,1,.…,k, 
所 以 f(T) —М,(х)=0, i=0,1,--,k. 
Ж ГС) 一 Nt(z) 具 有 十 1 个 零点 . 

由 Roll EM, f” (z) -NP (z) 至 少 有 一 个 零点 E iA €€ (a,b). 所 以 

fe (© —NË° H =0, 

即 SP ONP O = хо зла оза] 


故 Лазана], 


6.4 埃 尔 米 特 (Hermite) 插 值 方法 


前 面 所 讨论 的 代数 插值 问题 只 要 求 插值 多 项 式 pa (z) 满 足 插值 条 件 (6 一 2), 这 些 条 
件 仅 对 结 点 处 的 函数 值 作 了 约束 ,因而 所 得 插值 多 项 式 不 能 全 面 反映 被 插值 函数 /(z) 的 
性 态 . 如 果 插 值 条 件 再 增加 对 结 点 处 导数 的 限制 , 则 所 构造 的 多 项 式 会 更 好 地 逼近 函 
# fa). 


6.4.1 Hermite 插值 多 项 式 


设 (z ,yy ) олн ЖР 
GEGAJ), у=/(х), у =f a). 
求 一 个 2n+1 次 多 项 式 Har1(z) 满 足 插值 条 件 
чук | 6-12) 
Нб) =y, i=0, lpn 
HHM: 
设 w(z),Bi(z)G=0,1,…,m) 均 为 2 十 1 次 多 项 式 , 且 满足 以 下 条 件 
_[0, k=j, 
pa к=}, 6—13) 
а}'(х)=0, j,k=0,1,--,m 


8,620) =0, 
| 0, kj, (6—14) 


P ЫН k=j, },Ё=0,1, эл, 
据 式 (6 一 13) ,用 待定 系数 法 容易 推导 出 a, (z) 的 表达 式 
аә =[1-%=-о$) 1 


ko Tj T Ta 
ы; 


ро. (6—15) 
° iT ==. 
其 中 мо = Ц 8, 


k; 
据 式 (6 一 14), 用 待定 系数 法 同样 容易 推 得 
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B; G) =(z—=;j)Ü (z). (6—16) 
由 基 范 数 式 (6 一 15) 及 式 (6 一 16) 可 得 Hermite 插值 多 项 式 的 表达 式 


Ha (z) = >1[y;a ; G) + y; B; GD. (6—17) 
= 
显然 , Hz (z) 满 足 插值 条 件 (6 一 12) , 即 
= D [yala +y; B; Ga) ] = yo 


На С) = Diya Ga) +y В Ga)] = y>, 0,1, 
j=0 


6.4.2 ”两 点 三 次 Hermite 插值 公式 


设 (zyyvy“)i-uer, 求 三 次 多 项 式 Hs(z) 满 足 插值 条 件 
peco 
Hy (z) =y, i=kk+l. 
Ж а; (2) „В, а) О =k,k 十 1) 均 为 三 次 多 项 式 , 且 满足 
poi Z 
ај (zi) =0, jri=k,k+l; 


В,С) =0, 
| 0, гё), 


MER -| 
BEN, i=j, зев. 


据 式 (6 一 15) 及 式 (6 一 16) 可 得 


"P. = Ti 2 
аб) (Q+ hiw, 


(6—18) 


ama =(1+2 ZE ha (л), 
| 


Th Z+. 


үк (к-до), (6-19) 


аа Са) багьа) (т). 


та +1 РЕ. Эк.” 
其 中 LosT, пасо) =, 
所 以 ,两 点 三 次 Hermite 插值 多 项 式 的 表达 式 为 
H: (ж) =y orz) Tyria (z) 二 BeCz) Жун piri (2). (6—20) 


例 5 已 知 数据 见 表 6 一 8. 试 确定 三 次 多 项 式 ps(z) 满 足 
р(х) =у, i=0,1,2, 
р Ga) =. 
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= = а ЕД 
РД 为 > » 
yi РД 


这 是 一 个 非典 型 的 Hermite 插值 问题 (缺少 导数 条 件 ) , 若 令 
Ps (z) =ao (х) уо 二 aa(Z)yi 二 az(z)3ya +В. (х), 
则 因为 缺少 导数 条 件 ,不 能 直接 利用 式 (6 一 15) 及 式 (6 一 16) 写 出 a; (х) (j=0,1,2) 及 
Bi(z) 的 表达 式 , 但 可 根据 式 (6 一 13) 及 式 (6 一 14) 采 用 待定 系数 法 确定 a;l) G =0,1,2) 
及 B1(z) 的 表达 式 . 这 种 解法 太 复杂 也 不 易 掌握 . 下 面 介绍 一 种 混合 方法 . 
解 首先 利用 表 6 一 8 中 数据 (zx;,y;);-ow.2 构 造 二 次 插值 多 项 式 М, (х). 建立 均 差 表 
( 见 表 6 一 9). 


表 6 一 9 
= F) 一 阶 均 差 БТ 
= | say | | 
x | fz) =y | f[zo zi J | 
22 fir) =y ПЕЛЕ] EEN] 
Na(z) = f Cro) + f[zo szi (2x0) + f[zo zi sz: (2—20) (=). 
令 Py (z) = № (х) +Q, (z). 
因为 р(х) =М:(х) =у, 1=0,1,2, 
所 以 О,(х) =p (z) —N,(zi) =0, i=0,1,2. 
故 Q(x) Salz —zə)(z—zi)(z—m). 
再 据 ps Ga) =y» 
即 有 Лол] Ило зла оз) 一 za) Жаба ~zo) (а —za) =>”, 
解 得 ЕЕЕ ЫЕЕЕ ЄЛ Tr) 


Cai — zo) Gi 一 zz) 
所 以 
bs (z) =f (xo) + f. zo ,zi ](х—х) + f[zo zi za ](а—х)(х—хт\) 
+a(z 一 zo)(z 一 zi)(z 一 zz). 
例 6 已 知 数据 如 表 6 一 10 Тл. Ж ра Сс) ЕИН 
р(х) =з, i=0,1,2; 


pe ба) =y, i=0,1. 
表 6 一 10 
ЕЕЕ НЕЕ а 
= zo =0 ж =1 2=2 
y: | »=0 n=l x =1 
y | y =0 y =1 


126 


解 “首先 根据 表 6 一 10 中 数据 (zi,y)i-oaz 建 立 均 差 表 得 到 二 次 插值 多 项 式 


| NG) = 12 +=. 
令 Pb. (a) = № (а) +Q, (а). 
因为 О.к) =pl) — Nilzi) =0, i=0,1,2, 
所 以 Q(z)=Cartb)r(r— Dr-2). 
再 利用 р(х) =, i=0,1, 
p (0) =0, 
Ы о 
Š аре 
. > r2b=0, 
即 
a+b=-— 
最 后 解 得 a=}, b=-2 
4° 47 
所 以 ра) trt aaa) 


1320-00-006-9). 


6.4.3 ”分 段 低 阶 插值 
#17 龙 格 (Runge) 振 荡 现 象 . 
设 Као тре 261-101), 


САР А zx = 060,1, 5,10), НФ Со, fD) 
i=0,1,…,10 作 Lagrange 插值 多 项 式 110 (z) , BD 


б 
1 

Lvw(z)= > те), 

002) 2, TF2 OT 


其 中 
=” 
将 La(z) 在 区 间 [0,1] 上 的 计算 结果 及 图 形 分 别 示 于 表 6 一 11 和 图 6—1. 
®6—11 

= Кх) L (zi) 

0.00 1.000 00 1.000 00 
0.10 0.800 00 0.843 40 
0.20 0.500 00 | 0.500 00 
0.30 0.377 69 | 0. 235 35 
0.40 0. 200 00 | 0. 199 99 

0.50 0.137 93 0. 253 76 
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续 表 6 一 11 


= f(r) Lu lx) 
0.60 0. 100 00 0.100 00 
0.70 0.07547 —0. 226 20 
0.80 0.058 82 0.058 82 
0.90 0.047 06 1.57872 
1.00 0. 038 46 0.038 46 


从 图 6 一 1 及 表 6 一 11 可 以 看 出 ,在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 ,只 有 在 以 原点 为 中 心 的 一 个 小 
区 间 内 ,/(z) 的 值 与 Lo《z) 的 值 比 较 接 近 , 在 此 区 间 之 外 ,Li 《zx) 的 图 形 振荡 得 很 厉害 . 
我 们 还 可 以 证 明 , 当 n> 时 ,L,.(z) 只 能 在 |z| <0. 363 内 与 f(z) 通 近 , 而 在 此 区 间 之 外 
是 发 散 的 ,这 一 现象 称 为 高 次 插值 多 项 式 的 Runge 振荡 现象 . 为 了 克服 上 述 困难 ,通常 采 
用 分 段 低 阶 插值 方法 ,例如 采用 分 段 线性 插值 .分 段 二 次 插值 .分 段 三 次 插值 (两 点 三 次 
Hermite 插值 )、 三 次 样 条 插值 等 . 


6.5 三 次 样 条 插值 方法 


样 条 (Spline) 插 值 ,是 一 种 既 能 克服 高 次 插值 的 缺陷 ,又 能 保证 函数 曲线 具有 一 定 光 
滑 性 的 插值 , 即 是 一 种 具有 一 定 光滑 性 的 分 段 插值 . 

样 条 一 词 来 源 于 工程 中 的 样 条 曲线 . 绘图 员 在 描绘 过 已 知 点 ( 样 点 ) 的 光滑 曲线 时 , 往 
往 用 细 长 的 木 条 或 金属 条 ( 样 条 ) 把 邻近 的 几 个 点 连接 成 光滑 曲线 . 这 一 过 程 ,就 力学 而 
言 ,相当 于 细 梁 ( 样 条 ) 在 若干 点 处 受到 集中 载荷 的 挠 曲 . 这 样 绘 出 的 曲线 实际 上 是 一 段 段 
三 次 曲线 拼 成 的 曲线 . 在 拼接 处 ,函数 不 仅 连续 ,而 且 它 的 一 阶 及 二 阶 导数 也 连续 , 通常 把 
这 样 得 到 的 函数 叫 作 样 条 函数 . 
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6.5.1 三 次 样 条 插值 函数 


设 (zi,yi)icou.…ns 其 中 yi; 一 f(zi), 且 结 点 的 分 布 满足 
a=zo <t < <T, =b. 


车 s(x) 满足: 
(1) 连 续 条 件 , 即 s(xz) ,s(x) ,YY(z) 在 [a,5] 上 连续 ; 
(2) 分 段 多 项 式 
зб) =a; +b; z +c; x? +d; x°; 
(3) 插 值 条 件 , 即 


85) =y; }=0,1, эл» 
我 们 则 称 s(x) 为 在 区 间 [a,6] 上 的 三 次 样 条 插值 函数 . 它 是 区 间 [a,5] 上 的 分 段 函数 , 即 
s(x), z€[zo, zn], 
5095 5 (х), zela z], 
s(z), x Eltai sta]. 
Жр sla) r Eltim zi i=1,2,--,n. 


6.5.2 三 次 样 条 插值 函数 的 构成 


1) 利 用 插值 条 件 构造 (z) 在 子 区 间 上 的 表达 式 
s(z) 在 子 区间 上 的 表达 式 5, (2) (i=1,2,…,n) 如 图 6 一 2 所 示 . 


sila) 


图 6 一 2 
BA si Crimi) Symi s C) = у, 


si’ (ti) ета, s (mi) =mi. 
则 由 式 (6 一 20) 得 
5 (2) =ai—i(z)y—i Ha; la) у 8,1 CT mi +Вубх)т,. (6—21) 
HEP aii Сх) ,ai(z),B;1(z) ,Bi(z) 分 别 由 式 (6 一 18) 及 式 (6 一 19) 确 定 , 即 


ә со (1+2 22.) (св == Y, 


ala) =(1+2 22) (= у, 


P С) 00 (2E у» 


值得 注意 的 是 ,在 式 (6 一 21) 中 ,=+I 个 未 知 数 miG=0,1,…，z) 尚 待 确定 . 
129 


2) 利 用 连续 条 件 建立 关于 mi(Gi=0,1,…,z) 的 线性 方程 组 
如 图 6 一 3 所 示 , 在 区 间 [a, 刀 上 共有 一 1 个 内 点 z, G =1,2,---,n 1). СЕА 
=, 处 连续 , 即 是 


saD Esnat), 


亦 即 йаз,” (а) = путь Са). 
s (z) si~ (z) 
+ 
жа Ë 2а 
86-3 
G himi == 1-1. Й 5: Са), BD 
КОҢ сы SAt m аа 28 m, 
бааа) уа), (6—22) 


5027) = тз (2) 


а Чей! 


daa 5-а аы, 62-40-21 


га т 计 1 


„бш tz 28) _„у, (6—23) 


hi 


їл GH= їзїн G) = -fm -Emin HE O 20). 


Ds aT) sia (тё), ЯФ 
pimi 2m; Атар Sdi, i=1,2,-,n-_l. (6—24) 
hi Жыр. 
其 中 Ei me NTR 


di =3( хао] +A; Меола. 
在 式 (6 一 24) 中 ,共有 п 1 PRERE, n +1 ЖКА m G =0,1,-- ,n) ,因此 ,欲求 
解 方程 组 (6 —24) ,必须 补充 条 件 . 
3) 补 充 边界 条 件 
(1) 第 一 边界 条 件 : 
设 mo =s Ga) еу, Mp =S (Ts) Syn > 


并 将 其 代入 式 (6 一 24) ,得 到 nn 一 1 阶 三 对 角 方 程 组 
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2m, +Аутг =d; ~p: yo» 
pam, +2m, +Asms =dz, 


ратаі +2т; +Ат =, (6—25) 


am, a +2т„— Алат 一 d > 
аата +2т„—у а, “Àn Yn- 
将 三 对 角 方程 组 (6 一 25) 写 成 矩阵 形式 Ах =b, 其 中 

[2 А 

m 2 М 


H: 2 А-2 


Bm 2 
六 一 (Cai mzs, Ma)" 
b=(di -pr yo dy, rdr- de Алун)". 
《2) 第 二 边界 条 件 : 
设 S(T0) =0, sw (zw) 一 0. 
据 式 (6 一 22) ,sa"(zo) =0, 即 有 
2mo +m =E On =y); 
据 式 (6 一 22) ss,” Crn) =0, 即 有 
та +2т, == Zyn). 
将 上 述 两 个 方程 与 式 (6 一 24) 联 立 得 到 n +1 阶 三 对 角 方程 组 


Cx= f, (6—26) 
2 1 
ш 2 x 
其 中 ga ш 2 м , 
Г РТК 
1 2 


x=(mosmi ss m,)" s 


з š 
[оаа g oy]. 
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6.5.3 ”第 一 边界 条 件 下 样 条 插值 算法 


Algo. 6. 1 
1” ЖИ у G =0,1, sn) ryo yn n. 
2 计算 步 长 
Ваха Tli, leonl); hii=z;—zi(i=1,2,.,n). 


з ”计算 均 差 


fri zn] ,i010n ol; 
eeta r ym, i=1,2, эл, 


4 HA pdiodiG=1,2, n1), B) 
=h hi 
入 hi th һә +h, 
d,=3(z, Рао) +, f (хото). 
5° 解 三 对 角 方程 组 (6 一 25) 得 m,G =1,2,---,n—1). 
6” 计算 表达 式 
si(z) аа бау Haila) у 十 BiCz)mai-i 二 BiCz)mni， 11,2, 
其 中 ai-iCz)vai(z),B-i(Cz),Bi(Cz) 按 式 (6 一 20) 中 基 函 数 的 计算 公式 计算 . 
Т 对 给 定 的 插值 点 zx, 计算 sC). 
8° 输出 |C. 
例 8 给 定数 据 如 表 6 - 12 所 示 . 试 根据 第 一 、 第 二 边界 条 件 
5700.25) =1, 200.53) =0. 686 8, 
1700.25) = 00.53) =0, 
ЕЯ ВЕ эл). 


àm 


表 6 一 12 
= | ozs | o æ | 0.39 oas | 
yi | 0. 5000 | 0. 5477 | 0. 624 5 I 0.6708 | 
й (1) 首 先 ,根据 给 定数 据 按 Algo. 6. 1 计算 中 间 数 据 示 于 表 6—13. 
#6—13 
і а | » | P x 
0 0. 25 0.5000 0.05 == 
1 0.30 | 0.547 村 0.09 | 0.6427 | 0.3571 
2 0.39 | 0.6245 | 0.06 0.4 0.6 
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i = > k | ж А а 
3 0.45 0.6708 0.08 0.5714 0.4286 2.2421 
4 0.53 | 0.7280 


其 次 , 据 式 (6 一 25) 写 出 三 阶 三 对 角 方 程 组 


[2 А 0] m а-а” 
Ж 
0 ps 211] ld,-5bx 
2 0.3571 07][т, „111 
" 区 2 oj || 
0 0.5714 2 з 1.9471 


从 而 解 得 


m=(m;,m:,m,)" =(0. 846 8,0. 585 8,0. 745 2)". 
最 后 ,将 mo =1,m, =0. 686 8,mi(i=1,2,3) 代 入 式 (6 一 21) 得 
si(z) =a i-i (Ty Hai lx) yi +8: Tm +;(х)т,, i=1,2,3,4. 
其 中 ,%(z)(Gi=1,2,3,4) 的 具体 表达 式 见习 题 详解. 
(2) 设 3”(0. 25) =#'(0. 53) =0. 
根据 中 间 数 据 表 6 一 13 及 方程 组 (6 一 26) 写 出 五 阶 三 对 角 方 程 组 
2 1 0 0 Ol[m] [& 
m 2 А 0 0||m| la 
ош 2 à 0||m |= |4 |, 
0 0 m 2 A||m | ld 
о о о 1 211 Л 


其 中 афо =y) =2. 862, 


а = —уз) =2. 145. 


2 1 0 0 0 mo 2.862 
0.6429 2 0.3571 0 0 m| |2.7542 
即 о 0.4 2 06 0 тг |= |2.4136|, 
0 0 0.5714 2 0.4286||т;| |2.2421 
0 0 0 1 2 m. 2.145 
从 而 解 得 


m= (0. 969 7,0. 922 7,0. 799 3,0. 742 4,0. 701 3)". 
将 mi(Gi=0,1,2,3,4) 代 入 式 (6 一 21) 得 


si(z) а: (а) уга Ha; la) yi +В, Tm +;Сх)т,, i=1,2,3,4. 


其 中 ,s(x) (i=1,2,3,4) 的 具体 表达 式 见习 题 详解 . 


6.6 ”曲线 拟 合 


6.6.1 问题 的 提出 


给 定 实测 数据 (zi，y;);-1.2.….m ,其 中 
Zi z;G j), HB y =f(z), i=1,2,--,m. 
插值 方法 (多 项 式 插值 ): 
寻求 一 个 次 数 不 超 过 m 一 1 次 的 多 项 式 p-1(z)( 如 图 6 一 3) 满 足 插值 条 件 
Ра (0) = у, i=1,2, ms 
拟 合 方法 (多 项 式 拟 合 ): 
寻求 一 个 次 数 不 超 过 nn 次 的 多 项 式 p,(z) ,n<m( 如 图 6 一 4) ,要 求 偏差 平方 和 达到 
最 小 , 即 


[È lad —у42* ] .. 


fæ) 


ЖЖ 


图 6 一 4 


在 图 6 一 4 及 图 6 一 5 中 , f(z) 代表 实测 数据 点 (图 中 黑 点 ) 所 对 应 的 函数 曲线 ( 实 
Ж), pm-1(z) (虚线 ) 代 表 插值 曲线 ,p, (zx) (虚线 ) 代 表 拟 合 曲线 . 

从 这 两 个 图 形 看 出 ,插值 曲线 必须 通过 所 给 实测 点 (zx;,y), 而 拟 合 曲线 不 必 通 过 
《zisyi) ,只 要 求 偏 差 平方 和 达到 最 小 . 因此 ,插值 曲线 如-:(z) 只 反映 f(z) 的 局 部 性 质 ， 
而 拟 合 曲线 p,(z) 则 反映 了 数据 (z; ,yi) 的 总 体 趋势 . 
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Хе) 


6.6.2 ”实例 分 析 


例 9 摩尔 (Moore) 预 测 公 式 . 

Intel 公司 董事 长 Moore 在 上 个 世纪 的 60 年 代 就 观察 到 一 个 很 有 趣 的 现象 ;集成 电 
路 上 可 容纳 的 单 晶体 数量 每 隔 一 年 半 (18 个 月 ) 左 右 便 会 增长 一 倍 ,从 而 使 集成 电路 的 性 
能 也 能 提高 一 倍 . 据 此 他 提出 了 友 动 世界 的 Moore 定律 ,预测 这 种 增长 趋势 会 一 直 延 续 下 去 . 

下 面 我 们 给 出 Moore 数据 ,如 表 6 一 14 所 示 . 


96—14 


tE) T 1959 1962 1963 1964 1965 
大 (增长 倍数 ) | 1 3 4 | 5 6 
k 


4 . 
3 • 
2 
1 е 
+ h - — o 
o 1959 1962 1963 1964 1965 t 
图 6 一 6 
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表 6 一 14 中 第 二 行 数据 为 芯片 上 晶体 数目 在 不 同年 代 与 1 959 年 时 的 数目 比较 的 倍 
Ж. 经 观察 上 与 上 之 间 呈 拟 线性 关系 ,如 图 6 一 6. 据 此 Moore 导出 了 著名 的 经 验 公 式 一 一 
Moore 定律 . 
解 上 述 问题 不 宜 用 插值 方法 去 解决 ,因为 车 用 到 全 部 五 组 数据 则 需 构 造 4 次 多 项 
式 , 这 与 数据 的 拟 线性 趋势 不 合 ; 若 用 两 组 数据 构造 线性 插值 式 又 不 能 反映 上 与 上 的 真实 
关系 . 为 此 可 设 
KO) =a+bt, (6—27) 
将 表 6 —14 中 的 数据 代入 式 (6 一 27) 得 超 定 方程 组 
ki=atbt,, i=1,2,3,4,5. 
其 中 ,t 表示 时 间 ,k 表示 增长 倍数 ,a,b 为 待定 参数 . 
车 将 表 6 一 14 中 的 数据 代入 式 (6 一 27) ,得 线性 方程 组 
a+1959=1, 
а+1962Ь=3, 
а+1963Ь=4, (6—28) 
a+1964b=5, 
a+1965b=6. 
方程 组 (6 一 28) 是 一 个 超 定 方程 组 . 在 这 五 个 线性 方程 中 ,任意 两 个 联 立 求解 可 得 到 
十 组 不 同 的 解 , 即 是 说 该 方程 组 不 存在 通常 义 上 的 解 . 
现 将 线性 方程 组 (6 一 28) 写 成 矩阵 形式 Ах = y, А 
1 1959 
1962 
1963|, x=(a,b)T, у=(1,3,4,5,6)7. 
1964 
1965 
此 超 定 方程 组 无 常 义 解 , 即 是 说 不 存在 x" ER 使 得 Ax =y, 但 是 我 们 将 在 6.6.3 中 证 
明 该 超 定 方程 组 存在 最 小 二 乘 解 ,也 即 是 说 存在 x" ER ,使 得 Ax —y z 达到 最 小 ,并 
H x* 是 线性 方程 组 
АТАх* =АТу (6—29) 
的 解 . 我 们 称 式 (6 一 29) 为 法 方程 组 ,在 本 例 中 它 是 一 个 二 阶 线性 方程 组 , 即 


[ 5 9813 JE ]-[ 19 ] 
9813 19259015415" 37 307! 


x* =(a* ,0 УТ =( —1 625. 550 3,0. 830 2)". 
由 此 得 到 Moore 公式 
K(t) = —1 625. 550 3 +0. 830 21, 


解 这 个 方程 组 得 


对 于 KO), ВЖ КО) +6.01=1,2,3,4,5) 18 > [KG —k; J? =0. 188 7( 此 值 很 
я 


小 ). 
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将 上 述 问题 的 求解 步骤 归纳 如 下 : 
(1) 据 散 点 图 6 一 6 设立 拟 合 函数 
К) =a +bt. 
(2) 代 入 表 6 一 14 中 的 数据 得 超 定 方程 组 
а+ы =, i=1,2,3,4,5, 
该 超 定 方程 组 的 矩阵 形式 为 kx 一 y, 其 中 
1 959 
1962 
1963|, 
1964 
1 5) |1 1965 
x=(a,b)", y=(kiskzsks ski sks)" =(1,3,4,5,6)1. ` 
(3) 列 表 6 一 15, 建 立法 方程 组 ATAx =A" y. 


1 
= — = 


1 
A=|1 
1 


表 6 一 15 
А ki g 
1 1959 3837681 
3 5 886 3849444 
4 7 852 3853369 
5 9 820 3 857 296 
6 11 790 3 861 225 


? 一 19 259 015 


据 表 6 一 15 中 计算 结果 得 
3 


walo “|+ 


5 9813 ] 
s В 9813 192590152 
У. У 


f 


АТу = (Ď kis Do tiki)" = (19,373 07)". 

其 中 m 为 实测 数据 的 组 数 . 

(4) 解 法 方程 组 得 拟 合 参数 向 量 

x* =(a" ,b* )T=(—1 625. 550 3,0. 830 2)7, 
并 由 此 得 Moore 预测 公式 
K) = —1 625. 550 3 十 0. 830 2t. 

例 10 ”观测 一 个 做 直线 运动 的 物体 , 测 得 该 物体 运动 所 需 的 时 间 t 与 路 程 s; 的 关系 

如 表 6 一 16 所 示 . 若 物体 的 加 速度 为 常数 , 试 求 该 物体 的 初速 度 vo。 和 加 速度 а. 
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t(s) 0 0.9 19 | so | 39 | so 
s (m) 0 10 о | s | в | no 
解 (1) 由 题 设 知 ,该 物体 做 匀 加 速 运动 (加 速度 为 常数 ) ,其 运动 方程 为 
«О =s Hvt that 
=a. 
DHR 6 一 16 中 的 数据 代 人 上 式 得 超 定 方程 组 
voti + =з, i=1,2,3,4,5. 
该 超 定 方程 组 的 矩阵 形式 为 hx =s, 其 中 
t 4] [0.9 0.81 
t Ф| [1.9 3.61 
А= |3 8|= |30 9 |, 
а Å 3.9 15.21 
s 81 150 25 
х= Соо ,а/2)7, 5=(10,30,50,80,110)". 
(3) 列 表 6 一 17, 建 立法 方程 组 
ATAx=ATs. 
表 6 一 17 
а |ы tsi # йн a dá 
0.9 | 10 9 0.81 8.1 0.729 0.6561 
1.9 | 30 57 3.61 108. 3 6.859 13.0321 
3.0 | 50 150 9 450 27 81 
3.9 | 80 312 15.21 1216.8 59.319 231.3441 
5.0 | 110 550 25 2750 125 625 
=} = Siis = 1078 Si = 53.63 Уа — 4533.2 У) = 218. 907 
£t £t £f fi G 
据 表 6 一 12 中 计算 结果 得 
s s 
б H 
АТА > 2: -[ 53.63 тайт 
š 5 218.907 951.03234” 
Ув De 
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A's = «Уш. , 
= 
(4) 解 法 方程 组 АТАх =А75,19 


х" =(vo,a/2)T =(10. 657 4,2. 313 5)". 


А 
ӘТ = (1078,4 533. 2)". 


所 以 该 物体 的 初速 度 为 10. 657 4 m/s, 加 速度 为 4. 627 my/s:. 
例 11 人 口 预测 问题 :由 20 世纪 60 年 代 世 界 人 口 统计 数据 ( 见 表 6 一 18) 估 算 2000 


年 世界 人 口 总 数 . 

表 6 一 18 
时 间 ( 年 ) | 1960 | 1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 
人 口 数 (X10)| 2972 | 3061 | 3151 | 3213 | 3234 | 3285 | 3356 | 3420 | 3483 


对 于 这 个 问题 曾 有 人 根据 表 中 数据 ,预测 出 2000 年 全 世界 人 口 会 超过 60 亿 . 这 一 结 
论 在 20 世纪 60 年 代 似乎 危 言 符 听 ,但 据 1999 年 12 月 10 日 联合 国 发 布 的 世界 人 口 统计 
数据 ,全 世界 人 口 已 达到 60 亿 . 

分 析 据 人 口 增长 的 统计 资料 和 人 口 模型 理论 , 当 人 口 总 数 不 是 很 大 时 ,在 不 太 长 的 
时 间 内 ,人 口 增长 接近 于 指数 曲线 . 


解 (1) 设 拟 合 函数 


Мау=е+“, 


其 中 ,t 表示 时 间 ,N(t) 表 示人 口 数量 . 


将 上 式 两 端 取 对 数 得 


№0) =a +bt. 


令 200) =InN(2) ,得 线性 函数 


20) =a +bt, 
并 构造 数据 列 于 表 6—19 中 . 
表 6 一 19 
n 1960 | 1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 
Z (x10) | 7.9970|8.0265|8.0555|8.0750| 8.081 5 | 8.097 1 | 8. 118 5 | 8. 137 4 | 8. 1556 


(2) 将 表 6 一 19 中 的 数据 代入 20) =a 十 bt, 得 超 定 方程 组 
， i=1,2,,9, 


其 矩阵 形式 为 hx 一 Z, 其 中 


a-+bt, 
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1960 
1961 
1962 
1963 
1964|, x=(a,b)", 
1965 
1966 
1967 
1 1968 
Z=(1. 997 0,8. 026 5,8. 055 5,8. 075 0,8. 081 5,8. 097 1,8. 118 5,8. 137 4,8. 155 6)7. 
(3) 列 表 6 一 20, 建 立法 方程 组 ATAx =A"Z. 


= — = = = ні 


表 6 一 20 
t РА ГЕЯ 8 

15674.1200 3841600 

15 739. 966 5 3845521 

15 804. 891 0 3849 444 

15 851. 225 0 3 853 369 

15 872. 066 0 3 857 296 

15 910. 801 5 3861 225 

Š 15 960. 9710 3 865 156 
16 006. 265 8 3 869 089 

16 050. 220 8 3 873 024 

> ti z; =142 870. 527 6 Э 0 =34 715 724 


据 表 6 一 20 的 计算 结果 得 


А 
А 
iwa m D -[ 9 ше] 
5 s 17676 347157244” 
У. У 
= 


r=! 


° ә 
ATZ = (Уу, Уу = (72.746 8,142 870. 527 6)7. 


а= 
(4) 解 法 方程 得 
а" 一 一 28.4331， Б" =0. 018 6. 
故 Z(t) = —28. 433 1 +0. 018 6t. 
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所 以 мо =е-@31+0.0186_ 
由 此 可 预测 出 2000 年 人 口 总 数 为 
N(2 000) =64. 182 X 105. 


6.6.3 ” 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 


在 6. 6. 2 中 我 们 看 到 ,曲线 拟 合 的 理论 依据 是 超 定 方程 组 存在 最 小 二 乘 解 , 且 该 最 小 
二 乘 解 与 对 应 的 法 方程 组 的 解 是 等 价 的 ,以 下 我 们 从 理论 上 证 明 这 一 结论 . 
定理 6.2 设 Ax==b 为 超 定 方程 组 ,x* 为 该 方程 组 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 x" 满 
足 法 方程 组 
ATAx" =АТЬ. 
证 ORMES): 
设 存在 x* 满足 
ATAx" =АТЬ. 
H xox +y(y 才 0) , 则 证 明 对 Vxzx" 有 
lAx* —b 4< l Ax—b l$, 
Bp Ах" —b 12 = тіп | Ax—b l$, 
亦 即 14x* —b |: =min | Ax—bl, 
也 就 是 说 ,x" 是 超 定 方程 组 Ax—b 的 最 小 二 乘 解 . 事实 上 ， 
lAx—b l} =(Ax—b,Ax—b) 
=(Ax—b)T(Ax—b) 
=(Ax' +Ay—b)"(Ax* +Ay—b) 
=(Ax* —b+Ay)"(Ax* —b+Ay) 
=(Ax* —b,Ax* —b) +(Ax* —b)" (Ay) 
+Ay)T Ax" —b) +(АУ)ТАу 
=(Ax* —b,Ax* —b) +2(Ay)T(Ax" —b) +(Ау)ТАу 
= Ах" —ЬЇ}+2уТАТ(Ах* —b) + || Ay 18, 


由 假设 ATAx' =АТЬ, 
即 AT(Ax* —b) =0. 
所 以 WAx—bli= 1Ах" 一 请 十 上 4Ay li> ТАк" —b lš. 
вх" Ax =b 的 最 小 二 乘 解 . 

(2) 必 要 性 (一 ) 


设 x" 是 Ax=b 的 最 小 二 乘 解 , 即 对 Yx 关 x*“ 有 
Ах" —b 12 一 min | Ax—b || 2. 
证 明 х" 满足 法 方程 
ATAx* =ATb. 
事实 上 ,Ax 一 b 的 第 i 个 分 量 为 
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Das zi—b, i=1,2,--.,m, 
я 


故 ПА -b 1} = (Ar —b,Ax — b = У1($]ах) 6) 
aa 
S Q= ПАх 6 15, 
20 әл сула, = -bar = 0, = 1,2, 
аг; а а 
即 ATAx* =ATb. 
6.6.1 多 项 式 拟 合 的 一 般 步 骤 
(1) 给 定 实测 数据 
(miyu 24382)(158)), y = f). 
〈2) 设 立 拟 合 多 项 式 


y(z,a) 一 y(Zyaoyaty yan) 一 ao Hayz + +a, z" 
= Da zi (n< m). (6—30) 
j=0 
(3) 形 成 超 定 方程 组 ,即将 数据 (zx;,y) ,i=1,2,…,m 代入 式 (6 一 30) 得 超 定 方程 组 


ao tarz; +e Han x? 一 Xi i=1,2, sm, 


其 矩阵 形式 为 ha =y, 其 中 


1 2. a. c A 
a=(aosais san)", у= (узуун). 
(4) 求 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 
据 定理 6.2,a* 满足 
14a" —у li=min lAa-—y 13 
的 充 要 条 件 是 a* 满足 法 方程 组 A"Aa* =АТу, 
列表 形成 法 方程 组 ( 表 6 一 21 列 出 的 是 n<3 的 情况 ). 


a |» [|= | # [=> | 
іу 
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例如 : 当 n=1,y(z,a) =ао +азх Bf, 


т Dz 
АТА= , а=(в›а)7, АТу=( У у» У ау)": 


>= Da 
ЭҢ n=2,y(=,a) =a +aiz Harz’ 时 ， 
m Dr >= 


АТА= |У) De E|, a=)", 


>= Da Ух 


ATy=( D yo D yo Уул} yd"; 


3 n=3, y(z,a) =a, 十 ai 工 十 azz2 +азх? 时 ， 
m Dz >z >= 

Ге >= Da Уа Dx 
D4 Уа Ух У: 

>= >= X Dr! 


(5) 写 出 拟 合 多 项 式 


а= (ао за ,аг,аз)?, 


АТу=( Уу, У) у, У) з у, DT у)". 


убаа") 一 ad +аї z +a; л? + арх". 


6.6.5 ВЕКА 


多 项 式 拟 合 比较 规范 ,方法 也 比较 简单 ,在 解决 某 些 实际 问题 时 ,可 适当 对 其 作 些 处 
理 . 如 有 些 非 线性 曲线 可 以 通过 适当 的 变量 置换 化 为 线性 曲线 ,从 而 用 直线 拟 合 方法 来 处 
BB. 对 于 一 个 实际 的 曲线 拟 合 问题 ,一 般 先 按 观测 数据 描 出 其 散 点 图 ,并 观察 这 些 散 点 构 
成 趋势 同 哪 类 曲线 图 形 接近 ,然后 选用 相 接近 的 曲线 拟 合 方法 ,通过 适当 的 变量 置换 转化 
成 直线 拟 合 的 问题 , 按 直线 拟 合 解 出 后 再 还 原 成 原 变量 所 表示 的 曲线 拟 合 函 数 . 例如 在 
6. 6. 2 中 的 例 11( 人 口 预测 问 题 ), 所 设 拟 合 函 数 并 非 多 项 式 ,而 是 指数 函数 型 NC) = 
е“** ,通过 两 端 取 对 数 化 成 线性 函数 Z(t) =a 十 bt, 再 用 直线 拟 合 方法 求 出 a" ,b" 后 ,最 后 


还 原 成 原 变量 所 表示 的 拟 合 函数 NO =e t 


表 6 一 22 列举 了 几 类 可 经 适当 变换 化 为 线性 拟 合 求解 的 曲线 拟 合 函数 及 变换 关系 . 


表 6 一 22 
拟 合 曲线 变换 关系 线性 函数 
у=ах* Y=Igy,X =lgz Y=lgatbX 
у=ах* 十 c(k 为 常数 ) Y=y,X== Y=aX+c 
у=ае“ Y=lny,X =x Y=bX +Ina 
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习题 6 
“1 已 知 函 数 /(z) =e ”的 数 表 如 下 : 
= | o6 | 4 | -02 [ o | о? | o4 | os 
у, | 0.697676 | 0.852 114 | 0.960 789 | 1 0.960 789 | 0.852 114 | 0.697 676 


试用 二 次 ,三 次 插值 ,计算 z=0. 35 及 z=0. 55 时 函数 的 近似 值 . 


“2. 利用 函数 sinz 在 z 0, 吾 ,至 ,于 及 屯 处 的 值 , 求 sin( E) ,并 估计 误差 
“3. 利用 以 下 数 表 


ЁЛ 0 0.2 0.4 0.6 


0.8 1.0 
sC) 0 


0.19956 | 0.39646 | 0.58813 | 0.77210 | 0.94608 


计算 积分 


SCD = [7 sita, 


当 S(z) =0. 45 时 ,z ЖИЙ. 


“4. 试用 Newton 插值 求 经 过 点 (一 3, 一 1),(0,2),(3, 一 2),(6,10) 的 三 次 插值 公式 . 
* 5. 给 出 函数 F(z) 的 数 表 如 下 : 


0.1 0.2 
f(z) 0.70010 0.40160 


0.3 0.4 0.5 
0.10810 一 0.17440 —0. 437 50 


试 利用 该 数 表 求 方程 fC) =0 在 0. 3 50. 4 之 间 的 根 . 


“6. 试 构造 一 个 三 次 Hermite 插值 多 项 式 ,使 其 满足 : 
f(0)=1, f"(0)=0.5, f(1)=2, 7") =0.5. 
“7. 确定 一 个 不 高 于 四 次 的 多 项 式 p(z) ,使 得 


9(0) =g (0) =0, g1) =g (01) =ф02) =1. 
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з аят =, у, 的 数据 及 边界 条 件 S'(0.25) =1.0000, S'(0. 53) =0. 686 8. 
试 求 三 次 样 条 函数 502). 


= 025 | 0.30 оюн [ов 0.53 
0. 5000 0.5477 0.6245 | 0.6708 0.7280 


“9. 使 电流 通过 20 的 电阻 ,用 伏特 表 测 量 电阻 两 端的 电压 ,得 到 如 下 数据 ， 


L, [| i р ае J S 10 
v | 18 зт | 82 | 120 15.8 20.2 


试用 最 小 二 乘法 建立 1 与 V 之 间 的 线性 经 验 公 式 (该 公式 对 于 校正 测 基 所 用 的 伏特 表 有 
用 ). 
“10. 求 下 列 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 : 
2r+4y=11, 
3r—5y=3, 
х+2у=6, 
2х+у=7. 
“11. 已 知 以 下 数据 : 


ЕЛ 一 1.00 | —0.75 | —0.50 | —0.25 0 0.25 0. 50 0.75 1.00 
>x [0.2209 | 0.3295 | 0.8826 | 1.4392 | 2.0003 | 2.5645 | 3.1334 | 3.7061 | 4.2836 


试用 一 次 二 次 ` 三 次 多 项 式 按 最 小 二 乘 原理 拟 合 以 上 数据 , 写 出 法 方程 组 ,并 求 出 最 小 二 
乘 拟 合 的 二 次 多 项 式 . 
` 12. 用 最 小 二 乘 原理 求 一 个 形 如 y=a +022 的 经 验 公式 ,使 其 与 下 表 内 数据 相 拟 合 . 


z 19 25 31 38 44 
x | o | 323 so | 2333 | 9%8 


* 13. 用 最 小 二 乘 原理 求 一 个 形 如 y = ace" 的 经 验 公 式 , 使 其 与 下 表 内 数据 相 拟 合 . 


Е a == 2 | з | n 


» 60 | 30 20 | 10 


1м. жай y=Vz 在 区 间 [ 十 ,1] 上 的 最 小 二 乘 一 次 多 项 式 . 


工 
= 
ШЕ 


15. 设 L(z) = TI Z — 30 Lagrange PEERY WEN: 


D XL G) = 1; 
= 
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(2) гюл? =” (т =0,1,=-,n); 


(3) о, —z)"=0 (m =0,1,---,m. 
16. 利用 Lagrange 插值 多 项 式 与 Newton 插值 多 项 式 的 最 高 项 系数 ,证 明 : 
болох) = > 


£ wma) 
其 中 wnt (2) = (2—30) б а)ба д). 
17. it f(x) EC’ [a,b]H fla) =f) 一 0, 求 证 : 


max| G) 6 а)? maxl Sf". 


18. 证 明 n 阶 均 差 有 下 列 性 质 : 
(1)# Fa) =c f (z) , WJ 
FEto, sn] =c Роздол] 
(2) 若 Е(х) = f(x) +g(z) , WJ 
ЕЕ ЕТЕ Е sn. 
Ж 打 * 号 的 习题 在 本 书 附 录 正 作 了 详解. 
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第 7 章 数值 积分 


7.1 数值 求 积 公式 


7.1.1 关于 牛顿 一 莱 布 尼 兹 (Newton 一 Leibniz) 公 式 
Ў F(z)EeCr, 则 Newton 一 Leibniz 公 式 
Гуда = FG |£ = FO) — F(a), 


ЖФ ЕР) = 0а). 
Newton 一 Leibniz 公式 在 应 用 上 有 很 大 的 局 限 性 : 
(1) 相 当 多 的 被 积 函数 f(z) 其 原 函 数 F(z) 不 能 用 初等 函数 表示 成 有 限 形 式 . 例如 


S ÈE, сту те?) sini 等 等 ; 

(2) 原 函数 F(z) 的 表达 式 相 当 复 杂 , 不 便 计算 ; 

(3) 被 积 函数 有 (zx) 由 表格 (数据 ) 或 图 形 给 出 , 找 不 到 原 印 数 F(z) 的 表达 式 . 

对 于 上 述 情形 ,Newton 一 Leibniz 公式 或 者 不 能 使 用 ,或 者 不 便 使 用 . 因此 ,在 科学 研 
究 和 工程 计算 中 常 采用 另 一 种 近似 的 方法 一 一 数值 积分 . 

7.1.2 数值 求 积 公式 

由 积分 中 值 定 理 知 

[i odr = /Ф@®-а), 7-1) 

其 中 ,上 se а,Ь). Жа, п АВИ, ШН 7 —1 所 示 . 


a=x, x, 


图 7 一 1 


аро Ў f) ,其 中 以 E f a) 相应 的 加 权 系数 .将 AO RART — D) 中 


Е [ifade ~ Уд, соф а) 
s k=0 


= Pab —a) а) 
名 

= FA 0), (7—2) 
“ 
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КФ А, =u a). 

我 们 称 式 (7 一 2) 为 数值 求 积 公 式 ,A, 为 求 积 系数 . 式 (7 一 2 形式 上 给 出 了 定 积分 的 
近似 值 ,但 由 于 加 权 系数 А, 很 难 确定 ,因而 求 积 系数 A, 也 很 难 确定 ,因此 式 (7 一 2) 无 实 
际 应 用 价值 . 


7.1.3 BARRAR 


给 定 实测 数据 (zt,yt) ,k= 二 0,1,…,n, 其 中 
хаф), уь 0). 
РУ Є(а,Ь) А хл, 
f(z) =L.Gz) 十 Re(z)， 
其 中 L, Ce) 28 Lagrange 插值 多 项 式 ,R.(z) 为 其 余 项 . 
对 f(z) =L, (x) +R,(Cz) 两 端 积分 得 


[i de = Госа + [R dz. 


令 

1= усов, 

I = [сов = JLE rao һә] 

4 быт] 
час i 
= [сод уса = DA GD, 
其 中 A= udr. 

Q I~ BB 


[i dr = УА, fv. (1-3) 
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我 们 称 式 (7 一 3) 为 Lagrange 插值 型 求 积 公式 . 
Lagrange 插值 型 求 积 公 式 具有 以 下 特点 : 
DORPH zk=0,1,…,n) 是 [a,6] 上 的 插值 结 点 ; 


ORBANA = | соак н 


= TT z ==, 
һб) = H aoa 
(3) 余 项 
Я , 
к, =1—1, = [reo -CD]dz = | R.Goaz 
PLO 
“(n+1)! 
综 上 ,插值 型 求 积 公式 归纳 如 下 : 
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wn (ZT) dr. 


1=1,= DA f(x), 


= 
其 中 A= асов, 


» ре с 


В, = 
ЛТЕУ 


шна (z)dz. 


7.1.4， 和 牛顿 一 柯 特 斯 (Newton 一 Cotes) 公 式 


为 便于 上 机 计算 ,通常 在 式 (7 一 3) 中 取 等 距离 节点 ,即将 积分 区 间 [a,6] 分 成 


HA =b 2, Bit zo таз, =b, WAH z =a tihi =0, 1n 


Фф z=a+th,t>0, H 
L(a) = É 2-20 = — sC. 


T тасу дла 
Iraj (х х)отн бх) 
ja 


因为 шк б) =(z—a)(z—m)+(z—z,) 
=к*ча-1)+-@—п), 
onti баъ) = (z, а) Th л) оь аа) Th о) Th 6), 


所 以 , 求 积 系 数 


AH = C ЗЕ К 
A= [сәг = ЕО fre- Da. 
将 -4 代入 上 式 得 
A,=G@—aCË, 
其 中 
руа 
с = il. He- Ddr, п = 1,2, #=0,1,2,эл, 
并 称 其 为 Cotes 系数 . 


综 上 ,我 们 得 到 Newton 一 Cotes 公式 
> š 
r= [fde = YA fad), 
= 


ЖФ А, = b-a) ,Cg 按 式 (7 一 4) 计 算 . 
常用 的 Newton 一 Cotes 公式 有 以 下 几 种 . 
(1) 梯 形 公式 (n=1,k=0,1). 


节点 : зоа, m =b, h=b-a; 

Cotes 系数 : с =c =: 

求 积 公式 : [усә 0а) +7001, 
记 为 тауа) + fo. 


等 份 ， 


(7—4) 


(7—5) 
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(2) 辛 普 森 (Simpson) 公 式 (n=2,k=0,1,2). 


节点 : To 一 a， ху =, ж =b, һ-55, 
Cotes 系数 : CPP = 工 ，C 包 = 和 二，C 包 一 工 ; 
: 6 CP 6, 6? 


жад. [roqr = Гуа) + 4 куо). 


记 为 s-ta ау алса + ro], (7—6) 
(3)3/8Simpson 公式 (n=3,k=0,1,2,3). 
PA: доа, җп=а+ 2%, п=а+®(-а0), n=, he 


3 
Cotes йй. СР. СР, СР, cp=4, 
REAR: 
[усош eza b-a PSA 
Sada е а fta) +3fla +06) +3fGa ++Ф® а) +f], 
记 为 
s -&“[ 二 一 4 2 (ь— 
an = F а) +3fCa +20) +зуа +G a)) +/® ]. (7-7 
(4)Cotes Д (п =4,Ё=0,1,+,4). 
节点 : zma, жҗ=а+ 1%, ¿=a +5S8, 
т=а+{@Ф-а, заь, һ=°т®% 
Cote йй. СС. СС = 器 ， cp- 
REAR: 


* b-a b-a 
Глад z (та) +ту) +32[ а +09) 
+уа+26 а) ]+12уа +56) c. (7—8) 


2 
将 上 述 最 终 求 积 公式 归纳 如 下 : 
тауа) +001, 


26-а atb 
S-E ау уу +4093 2], 


Sm =F [N Ф) +3 а +68) +зуа+ 206 а], 


с=т) А) 10а 058) 0а 08 + уа tioa]. 
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7.2 ”数值 求 积 公式 的 代数 精度 


7.2.1 ”代数 精度 的 概念 

定义 7. 1( 代 数 精 度 ) ” 设 数值 求 积 公式 
fwar ~ ХА У). 

车 对 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 p,(z),r<m 均 有 
ear = ЎА, pCa) 

成 立 , 则 称 该 式 的 代数 精度 至 少 为 m 

车 对 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 p,(z),r<m 均 有 

[ipade = 5А р ба), 


而 对 请 (z),r>m, 上 式 不 一 定 精确 成 立 , 则 称 该 式 的 代数 精度 为 m. 
例 1 验证 梯形 公式 
Гуо = 5 SSL fe) + 70] 


的 代数 精度 为 1. 
证 + f(z) =1, 代 入 原 式 得 
b—a=b—a; 
令 /(z) =z, 代 人 原 式 得 
Тоа) = 二 (a); 
令 f(z) =r RAER 
То? а?) #6 ауса +), 


所 以 ,梯形 公式 ГАТ 的 代数 精度 为 1. 
同 理 可 以 验证 : 
Simpson 公式 1~S 的 代数 精度 为 3; 
3/8Simpson 公式 TSxs 的 代数 精度 为 3; 
Cotes 公式 I ~C 的 代数 精度 为 5. 
2 设 数值 求 积 公式 
| Pdr = Af +A O) ЖАЛ, 


试 确定 求 积 系数 A,A ,Ai , 且 使 公式 的 代数 精度 尽量 高 . 
E 令 f(zx)=1, 使 原 式 精确 成 立 ,得 
A-1+Ao +A; =2h; 
令 fO) =z, 使 原 式 精确 成 立 , 得 
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A..-A,=0; 
令 f(z) r ,使 原 式 精确 成 立 , 得 
Ал +A =. 


联 立 上 述 三 式 得 线性 方程 组 
А-у +A +A, =2h, 


А-А =0, 
=2 
А, +A, =з 
解 得 А-А: 一 证 h， A= h. 
将 其 结果 代入 原 式 得 
Голадам +470) + 700). (7—9) 


HS S) = 卫 , 代 人 式 (7 一 9), 其 等 式 精 确 成 立 ;7(z) =a 代入 式 (7 一 9) ,其 等 式 不 
精确 成 立 . 所 以 , 式 (7 一 9) 的 代数 精度 为 3. 
定理 7. 1( 插 值 型 求 积 公 式 的 代数 精度 )” 设 数值 求 积 公式 
[reoaz = DA Go, 


其 代数 精度 至 少 为 ”的 充分 必要 条 件 是 它 为 插值 型 求 积 公式 . 
证 首先 证 明 充分 性 . 
设 原 式 是 插值 型 求 积 公式 , 则 式 中 的 求 积 系数 


N 
A= [codr， 


1, = А) = [сода] 


= [ELOS Jaz 
Кыт: 
= Ѓоко, 
余 项 为 
ООН, _ p =" (人 
R, =1-1,= [Rdz = [° G TD ea ade 


将 /(z) 换 成 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 p, Cr) Сеп) , WJ 
R, =1—1,=0， 即 1=1,. 
据 定 义 7. 1, 原 式 的 代数 精度 至 少 为 n. 
其 次 证 必要 性 . 
设 原 式 的 代数 精度 至 少 为 ", 据 定义 7. 1, 对 次 数 不 超 过 的 多 项 式 par) r< A 
式 精确 成 立 , 特 别 地 取 Lagrange ffi fH ЖЕРЕ ЖС 4&(z), 原 式 亦 应 精确 成 立 , 即 
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Гас = YA Gi). 


БЕ] 


1, 1=2, 
因为 raphy jAk. 
所 以 A= [codz. 


HJER [Sde ~ УА, Go) 为 插值 型 求 积 公式 . 


由 定理 7. 1, 对 照 前 面 常用 的 几 个 插值 型 求 积 公式 可 知 ,它们 的 代数 精度 至 少 为 n 
(1) 式 (7 一 5) :n=1, 代 数 精度 为 1; 

(2) 式 (7 一 6) :n=2, 代 数 精度 为 3; 

(3) 式 (7 一 7) :n 一 3, 代 数 精度 为 3; 

(4) 式 (7 一 8) :n=4, 代 数 精度 为 5. 

定理 7. 2( 偶 阶 Newton 一 Cotes 公式 的 代数 精度 ) 当 为 偶数 时 , Newton— Cotes 

公式 
[i de = УА, fend 


= 
Gtp A, = Ф—а4)С{?,С? 按 式 (7 一 和) 计算) 的 代数 精度 至 少 为 十 1. 

可 以 证 明 , 当 为 偶数 时 ,对 р, С) Сеп ОЯ 

fodr- NAER 

成 立 , 即 原 式 的 代数 精度 至 少 为 n 十 1. 例如 :Simpson 公式 TS, 一 2( 偶 数 ) ,其 代数 精度 
Ж n +1=3;Cotes 公式 I~C,n 一 4( 侦 数 ) ,其 代数 精度 为 n 十 1 一 5; 而 3/8Simpson 公式 
TSye,m=3( 奇 数 ) ,其 代 精度 仅 为 n==3. 

7. 2. 2 ”插值 型 求 积 公式 余 项 估计 

如 7.1. 3 中 所 述 ,插值 型 求 积 公 式 IS, RRA 

в, 1-1, Со 1.04 


А 
= ['R, соаг 
-f£ eto ce 
1. G +D! 
下 面 就 常用 的 Newton 一 Cotes 公式 的 余 项 进行 估计 : 
сов, =R: |е wde = |, ec а): hd. 
Сс а) —b) <0,z Efa, 轨 , 据 广义 积分 中 值 定理 
К ; 
в. 0 [a Qa) — baz =- Po — ay, 


wn Саа. 
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OR, =Rs= [Rodr = | 0 а аде 660 


‚(ж 一 0)dz. 


因为 (z 一 a)(z 一 * 二 2)(z 一 入 在 [a, 拉 上 不 保 号 , 故 不 能 使 用 广义 积分 中 值 定理 而 改 
用 代数 精度 的 概念 . 又 因为 TS, 代 数 精度 为 3, 所 以 
Rs = [re -Læ ldz = [R,Goaz 


A 
-f Lea -a)r 6а — dz 


po 
-ea p G -aa -Hb bdr 


SOR 
180 


СЗ) ТАС 的 代数 精度 为 5, 可 推 得 
ко Ора) 6). 


аута 
6-а). 


СА РИОКОЗ, = (0а) CFD) ,其 代数 精度 为 1, 其 余 项 
R, Граса = [| “© -а+®у 
-L fer ауа О ьар 
-OP f'a -ttie Р а), 
综 上 所 述 , 常 用 的 插值 型 求 积 公式 的 余 项 表达 式 归纳 如 下 
Rr= fD a, 
R 900 фаб, 


Re= 05790) ф-а)@ 8, 


в, 0-а» 


Д 


7.3 BERRAR 


7.3.1 复 化 梯形 公式 
将 区 间 [a,5] 分 为 n 等 份 ,如 图 7 一 2 所 示 . 


. + + е. + + 
хо=а 2 = Z+ Zaa b=zr=, 
图 7 一 2 
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设 hann x ==, 
并 在 区 间 [zx,zti] 上 应 用 梯形 公式 


Ге лада = Ауа) + fGaa)), В 0н 1, 


所 以 [wr = 5f 9 сах 


t=0 


+ $га +f] 


= 
= Ла) +/® +2 > ух]. 
记 T. = Br fe) +) +2 Srel (7 一 10) 
并 称 其 为 区 间 [a,5]J 上 的 复 化 梯形 公式 ,其 余 项 为 
Rr, = -hf "(DW, һе 
7.3.2 复 化 Simpson 公式 
如 图 7 一 3 所 示 , 分 别 在 子 区 间 [zx ,z+1] 上 应 用 Simpson 公式 . 


. - . 
Ta 2..1 =+ 


图 7-3 
{садак = AEA) Аъ) + fGaa)), k= 0 一 


, a a 
[i ode = Ë [ (a) ку +4$) fa +252 Sa] 
š 名 Е 


= = 
记 S, = /@ +/® HAN уар) +251 Go], (7-1) 
b- 
Rs, =i chy убор, h=, 


7.3.3 复 化 Cotes 公式 
如 图 7 一 4 所 示 , 分 别 在 子 区 间 [zs ,z+1] 上 应 用 Cotes AR. 


1 3 
wF uar Zii 


因为 
Гло ~ isaw +7fGza) +32/ (zn4) +32f(zu1) +12f(za1)], 
Te 
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所 以 
fifa ~ Arw 十 7FCD) злс) +32 Ўл 


+ 25а) + ufa]. 
= а 


记 
C= Ф (1079) +] talia +S ap JS asi tuS ao), 
Re, = GA EY ср, в = 58, 7-12) 
йз 利用 表 7 一 1 计算 
r= | smzdz 
о х 


3/4 7/8 1 
9р. 908 851 60. 877 192 50. 841 4709 


解 (1) 将 区 间 [0， aavet, Mn = Касыке 一 10)(h = 1/8), 有 
т, = + xT 1070 +f +[/ср +71 


O 
= 0.945 690 9. 
注意 计算 时 应 令 f(z) = Sinz, уо) = lim si =1. 
(2) 将 区 间 [0,1] 分 为 190. 用 ”= 4 的 复 化 Simpson 公式 (7 — 11) (h = 1/4), 有 
s =t xt fo + ra + [rb +С + re 59+] 


+29 +A? +A J} = о. 946 0832. 


(3) 将 区 间 [0,1] 分 为 2 等 份 ,用 n = 2 的 复 化 Cotes 公式 (7 一 12)(h = 1/2), 有 
C, = x+ (1070 +701 +rep +уср]+ [ә +7909] 


+32[/C§) +уср]+ мус) ) = 0. 946 0831. 


上 述 计算 结果 与 精确 值 КФ: 
І = 0.946 083 1， 7 位 有 效 数字 ， 
Ts = 0.945 6909, 2 位 有 效 数字 ， 
S, = 0. 946 083 2， 6 位 有 效 数字 ， 
C, = 0. 946 083 1， 7 位 有 效 数字 . 
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7.3.4 小 结 


常用 Newton 一 Cotes 公式 、 复 化 公式 及 其 余 项 小 结 如 下 : 
= (5 一 a)f(a) HEAR) 


r, LD -0 

h = (6 一 a)f(6) HEAR) 
в, -- Фо 

= Фа) 0) 《中 矩 公式 ) 
я, - Фо 


z Ua +f] HEAR) 
т 
Rr 一 一 +e 一 G)2 
S = EES + /6) Ау) (Simpson 公式 ) 


=- Cay reo 
Rs = a D) f (m 


с = бса(туа) +] +320 ETD 
кра +30 一 a))] +12f(a + 各)) 《Cotes 公 式 ) 
Re =- ETO 


Т, = Ауа) +f) +25 fa] ( 复 化 梯形 公式 ) 
“ 


r= ДО oh һ=®—4 


S, = a +) + алаф) +Ñ fava Simpson 公式 ) 


Rs, =— h= 


b—a 
а п 
= = 
c, = S ж) +32[ > fep) + 27 fGaaa) ] EAE Cotes AR) 
= 名 


a = 
HID аы) HUE SD) 


2-а) © zba 
Кс. 一 一 95 (6 уг <р, һ п 
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7.4 ” 龙 贝 格 (Romberg) 求 积 方法 


复 化 求 积 方法 是 一 种 定 步 长 方法 ,必须 预先 给 出 步 长 上 (或 者 区 间 的 等 份 数 n) ,而 确 
ERE л) 只 有 利用 余 项 估计 式 | К, |<. 

由 于 Ri, 的 结构 式 很 复杂 , 且 有 不 确定 的 变量 7, 故 很 难 或 者 根本 不 可 能 通过 上 述 估 
HREH h (SË n). 

Romberg 等 人 提出 了 一 种 变 步 长 的 求 积 方法 . 其 思路 是 :将 区 间 [a,6b] 逐次 半分 , 反 
复 利 用 复 化 求 积 公式 进行 计算 ,并 用 事后 估计 的 方法 作为 终止 法 则 . 其 好 处 是 无 须 事先 定 
出 步 长 h, 且 便于 估计 误差 . 


7.4.1 ” 变 步 长 梯形 方法 (逐次 半分 法 ) 


D 梯形 值 序列 及 其 递 推 公式 
定义 7. 2( 梯 形 值 序列 ) 称 TiTa Tes Tas 为 梯形 值 序列 , 记 为 
{Ta} k =0,l,- 
其 中 ,k 为 二 分 次 数 ,n 为 等 份 数 . 
例如 : 
T, 是 在 区 间 [a,6] 上 利用 梯形 公式 计算 出 的 积分 近似 值 . 
T, 是 2 等 分 区 间 [a,5] 并 利用 复 化 梯形 公式 计算 出 的 积分 近似 值 . 


= Tz 是 第 k 次 二 分 区 间 [a, 妇 ], 共 2* = nn 等 份 ,并 用 复 化 梯形 公式 计算 的 积分 近 
щй. 
Т = Тон 是 第 上 十 1 次 二 分 区 间 [a,5]( 如 图 7 一 5), 共 2*” = 2n 等 份 ,并 用 复 化 梯 
形 公式 计算 的 积分 近似 值 . 


ë + ° 
ху x+ Tn 
图 7 一 5 

由 复 化 梯形 公式 有 

- ‚= Бу) +f) +S fa] 

= +> LAL fla) + уо) +25 усә], 

Ты =+' Efa) О) калар +г$\ Gq) 
= 二 T+ BS уер 
іт, +550 ла). 
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由 此 得 递 推 公式 : 


Ta = +T. +Š, =; ASÀ аъ). 
例如 : 
Ti = уа) +700, 
T, = іт +0), 


1 一 1 3 
T. =T,+ ааъ а) +fa+$ а), 


由 此 新 增 分 点 如 图 7 一 6 所 示 . 


— — — - 
a а4+1--а) ажо at $-a) 
图 7 一 6 


94 用 逐次 半分 法 计算 L= | За, 
解 ” 按 递 推 公式 (7 一 13) 逐次 计算 如 下 : 
T, = FLAO) + fD] = 0. 9207355, 


Ta = +T, ++fG) = 0.9397933, 
二 证 [FL) +F3)]= 
T. = 上 + 击 [7 +79] 0.944 5135, 
1 ifra 3 5 7.1 
Ti = [лр + fc + Ce HG? ] = 0- 945 690, 


Та = 0.946 083 1， 
Ts = 0. 946 083 1. 
经 9 次 二 分 ( 共 512 等 份 ), 所 得 积分 近似 值 Ts» 具有 7 位 有 效 数字 . 
2) 算法 
Algo. 7. 1( 逐 次 半分 法 ) 
1 输入 a,b,e. 
2 1—>nb-a—>h. 
3” hx(fla) + fG0))/2 — s. 
4 stetit 
CR 
是 ,s 一 4, 转 6 3; 
否 , 转 8 . 


(7 一 13) 
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= 
6 s= Уа +G +T. 


= 
7” t/2+hxs/2—>s,h/2—>h,?n—> п, 5. 

8 打印 s， stop. 

Ж Algo.7.1 中 算法 的 终止 法 则 采用 事后 估计 方法 , 即 
{Ть-Т,|<г? 

是 ,输出 T,.,stop; 

否 ,继续 二 分 直至 满足 预 给 的 精度 为 止 . 


7.4.2 Romberg 方法 (逐次 半分 加 速 法 》 


定义 7.3 ж 
{Sahats k =0,1,- 
{С}, k=0,1,- 
{Rn} k= 0,1, 
分 别 叫做 Simpson 积分 值 序列 .Cotes 积分 值 序列 .Romberg 积分 值 序列 . 其 中 : 
S, 表示 将 区 间 [a, 刀 第 上 次 二 分 , 共 = nn 等 份 ,并 用 复 化 梯形 公式 计算 的 积分 近似 
值 ; 
C, 表示 将 区 间 [a, 纪 第 人 次 二 分 , 共 2: =n 等 份 ,并 用 复 化 Cotes 公 式 计算 的 积分 近 
似 值 ; 
R, 表示 将 区 间 [a, 急 第 k 次 二 分 , 共 2: = 等 份 ,并 用 复 化 Romberg 公 式 计算 的 积分 
近似 值 . 
(1) H(T,) 递 推 15,) , 递 推 公式 为 
1 


ЖУ ШЕ, МИРР 8 6 
S. = Т -FT (7 一 14) 


计算 步骤 如 图 7 一 7 所 示 


(2) 由 {S,} 递 推 {C。} , 递 推 公式 为 
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С, = ся rHS- (71-15) 
(3) HH(C,) 递 推 {R,}, 递 推 公式 为 
R= я FC" (7 —16) 
综合 上 述 递 推 过 程 图 示 如 下 : 
T, 
+ 
Т. 8, 
+ š 
Т, > 5 >C: 
t + + 
Ts > Sı >C: > R: 
此 递 推 过 程 还 可 以 继续 做 下 去 . 


7.4.3 Romberg 算法 设计 


为 了 表达 无 穷 递 推 过 程 ,首先 必须 统一 各 积分 值 序列 的 记号 . 记 
TP G = 0,1,2,…) 为 梯形 积分 值 序列 ， 

TP G = 0,1,2,…) 为 Simpson 积分 值 序列 ， 

TPG = 0,1,2,…) 为 Cotes 积分 值 序列 ， 

TP G = 0,1,2,…) 为 Romberg 积分 值 序列 ， 


则 Romberg 算法 如 下 : 
(CD 计算 T = 68а) +50), 
DHR TP = атр +04636), 
ria 
—юя тё = 1те» +05 ; 
тю 4 то 
(3) 计算 ny ty О Безу es 
一 般 有 TP = 1те» – 17те, 
W 利用 外 推 公式 
TP = а -FT 


逐一 向 外 递 推 , 即 = 1,2,…,mo,i = 0,1,2,…,m АВАКЕ ТИ: 
(5) 判断 : | TY -T2 |<? 
是 , 令 I~T9， 
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否 , 重 复 (2),(3),(4) 的 计算 . 
通常 将 TP 排 成 如 下 所 示 的 三 角形 数 表 (T Ж) 再 逐次 进行 计算 . 


Te 

i 

TP Th 

+ + 

тә TP TP 
{жоо 


Т Ti + т То 


可 以 证 明 数 表 T 没 竖 向 或 对 角 线 方向 上 的 积分 值 序列 均 是 收敛 的 , 且 均 收敛 于 工 
15 HH Romberg 方法 计算 


1 = | 一 一 dz 
dolt?” 
解 ”将 计算 结果 列 于 表 ?7 — 2. 
表 7 一 2 
二 分 次 数 i | 等 份 数 2 Te т тә t ag Te 
0 3. 000 00 | 
1 2 | 3.10000 | 3.13333 
2 4 | sass | 3.14157 | 3.14212 | 
3 8 | 313899 | 3.14159 | 3.14159 | 3.14159 
4 16 3. 140 94 3.14159 3.141 59 3. 141 59 3. 141 59 
I = | — az = T? = 3.14159. 
‚тг 
' 4 
这 一 结果 与 | 一 4 az = 
这 一 结果 与 | 村 -dz = 相 比 已 有 较 好 的 精度 . 
Algo. 7. 2( 逐 次 半分 加 速 法 ) 
1 MMA abe. 
2 nTa) +70). 
3 tbet +е-1. 
4 he2b-a), m0, nel. 
S а 6. [267 
Жа Котт +16, 
否 , 转 9 . 
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A 
e ра У аъ +), pet trsh, 
=: 


f 二 
T k=lton 5 0, nep pos 
8 tas ne 2n $5. 


9 打印 S. 
7.5 Gauss 型 求 积 公式 


7.5.1 两 点 Gauss 公式 
考察 两 点 公式 (n = 1) 
[| ranqa = Afta) +A fd. 


O 若 取 普通 结 点 z。= 一 1,z， = 1, 则 公式 的 代数 精度 为 1, 且 А, = 1,A: = 1, 即 


fi чәче = fe= D + fa. 
事实 上 ,上 式 为 区 间 [ 一 1,1] 上 的 梯形 公式 , 故 代数 精度 为 1. 


(2) 若 取 特 殊 结 点 z == = 


[чәге = дус э +A CO: 


V3 V3 
以 下 证 明 该 公式 的 代数 精度 为 3, 且 A =A = 1. 


事实 上 ,分 别 令 S = 1,z, 代 入 式 ( * ) 并 令 其 精确 相等 ,得 到 二 元 一 次 方程 组 


位 +A, =2, 
-A +A =0. 
解 此 二 元 一 次 方程 组 得 A =A = 1. 
" -ns Æ 
对 于 [лов P +Q 
再 分 别 令 /(z) = z, f) = zz ,该 式 均 精确 成 立 , 即 
Pt 0 т 
3 3 + 3° 0 3/3 a 
Т ГС) = л“ 时 ,该 式 不 精确 成 立 , 即 是 说 
' ы => 1 20 
[лове PHP 


具有 3 次 代数 精度 . 


该 公式 具有 的 代数 精度 为 3, 而 不 是 梯形 公式 的 1, 可 从 图 7 — 8 中 直观 地 看 出 ,过 两 
еррор Иен 
{сл ppp iiano 与 > = 1. 一 1 国 成 的 面积 较 之 区 


间 [ 一 1,1] 上 的 梯形 面积 更 接近 于 f(x) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 曲 边 梯形 面积 . 
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从 以 上 例子 可 以 看 出 , 在 节点 数目 不 变 的 情况 下 , 求 积 公式 的 代数 精度 是 可 以 提 
高 的 . 


2 一 加 (Cz) 


y=fG) 


图 7 一 8 


7.5.2 ” 正 交 多 项 式 
定义 7.4 设 {pi(z)}),i = 0,1,…,m 为 多 项 式 系 , 若 


(QG), p, G) = [Onde 


ІЖ, jsi 
则 称 该 多 项 式 系 为 区 间 [a,5] 上 的 关于 权 函 数 o(z) 的 正 交 多 项 式 系 . 
常见 的 正 交 多 项 式 系 有 以 下 几 种 : 
(1) DEEK Счебъїщев) EARR (T, (z)) ,& z = созд, Т„Сх) = cos(0), 通 常用 以 
下 递 推 公式 写 出 : 


Ë 了 天 加 


А =1, TG) = 2; 


T (7 —17) 
Ть (z) = 2zT,(z) – Т0), k 22. 


(T.G) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 关于 权 函 数 p(z) = ——1— 正 交 , 即 


VI 一 地 
0, пет 
ЕЕ А 
тато = |" шт ЮТ ОФ 04, пето 
л, n=m=0. 
它 的 前 7 个 多 项 式 为 
Toa) = 1， 


TG) = =, 

Ts(z) = 22 —1, 

Т0) = 42° — 32, 

T.G) = 81* — 82° +1, 

Ts(z) = 162° 一 20zxs +52, 

Т; (z) = 322% — 48z + 184° 一 1. 


(2) 勒 让 德 (Legendre) ERRA (р.х) ),Вр 


二 — 1)" 
P.G) = mn — D". 
其 递 推 公式 如 下 : 
роб) = 1,00) = z; 
十 
о G) = tlp a) ртр), k>2. 
它 的 前 7 个 多 项 式 为 
b G) = 1, 
pi) = =, 
р(х) = за -1, 
po = 5—38, 
раз = 352 =s +3, 
pa) = BE =m +15z, 
со = 21 = 318: +10627 -5 
(3) 拉 盖 尔 (Laguerre) JRK (L, (z)) , BB 
L.G) = e тет). 


其 递 推 公式 如 下 : 
Li(z) =1—т; 

SS = (2n +1 —z)L,G) 一 nm2LeiCz)， k 22. 
且 它 在 区 间 [0, + со) 上 关于 权 函 数 p(z) = e 一 工 正 交 , 即 


а.а) = [е Dd = ан 
aD, n =m. 
它 的 前 7 个 多 项 式 为 
Lolz) =1, 
шб) 一 1 一 z， 


(7 = 18) 


(7 — 19) 
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Lz(z) 一 2 -4r +22, 

Ls(x) = 6 —18z +9 — °, 

Li(z) = 24 —96z 十 72zz — 162% +х*, 

L, (z) = 120 — 600x 十 600zz — 2007" + 252* — 1°, 

Ls(z) = 720 —4 320x +5 400zz — 2 4002° +450z* — 362° + 1°. 


(4) Hermite 多 项 式 系 { H: (x)} , BI 
H.G) = Ске? -d Фе? 
其 递 推 公式 如 下 : 
I =1, H,(z) = 2z; 
Hn (x) = 2хН„(\х) —2kH m (1), k 2 2. 
HEERE оо, + оо) 上 关于 权 函 数 p(z) = е7 正 交 , 即 


(7 一 20) 


0, n#m; 
Ha Ha) = |“ H, Hn ade = РИ сң 
它 的 前 7 个 多 项 式 为 

Нс) = 1, 

НС) = 2z, 


Н,(х) = 42° — z, 

H,(z) = 8а? — 122, 

H(z) = 16х* — 481° +12, 

H; (z) = 322° — 1602° + 1202, 

Н, (z) = 642° — 4802* + 7202? — 120. 


以 上 正 交 多 项 式 的 零点 全 部 是 单 实 根 , 且 都 分 布 在 它 的 正 交 定义 区 间 内 ,利用 这 个 性 
质 可 以 构造 各 种 Gauss 型 求 积 公式 . 


7.5.3 ”常用 的 Gauss 型 求 积 公式 
7.5.3.1 Gauss 一 Legendre 求 积 公式 


称 [поа YA, fC) (7—21) 


为 区 间 [ 一 1,1] 上 的 Gauss 一 Legendre 求 积 公 式 . З r: 为 区 间 [ 一 1,1] 上 的 Gauss 点 ( 即 
Legendre 多 项 式 的 零点 ),A: 为 与 之 匹配 的 求 积 系数 . 

可 以 证 明 , 式 (7 — 21) 的 代数 精度 为 2n + 1. 

жт 一 3 给 出 了 式 (7 一 21) {Еп = 1 — 7 时 的 节点 及 与 之 匹配 的 求 积 系数 . 

Жш: O) 当 n = 1G = 0,1) 时 , 则 


1 Е 1 
=—-— =--0. 577 350 2692, = = = 0.577 350 2692 
ж a 5 2 з 


A = А, =1. 
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(2) 34 n = 2( = 0,1,2) 时 , 则 
A, = 0.555 555 5556, zo =— 0. 774 596 669 2; 
A, = 0.8888888889, zı =0; 
А; = 0.555 555 5556, z: = 0. 774 596 669 2. 


表 7 一 3 
n Zi(i = 0,1,-=-,n) A.G = 0,1,---,.n) 
1 + 0. 577 350 269 2 1 
2 +0. 774 596 669 2 0. 555 555 555 56 
0 0. 888 888 888 9 
3 +0. 861 136 311 6 0. 347 854 845 1 
+0. 339 981 043 6 0. 652 145 1549 
+0. 932 469 514 2 0. 236 926 885 1 
4 +0. 538 469 310 1 0. 478 628 6705 
0 0. 568 888 888 9 


+0. 932 469 514 2 
5 +0. 661 209 386 5 
+0. 238 619 186 1 . 467 913 934 6 
+0. 949 107 912 3 . 129 484 966 2 


0. 171 324 492 4 
0. 
0. 
0. 
+0. 741 531 1856 0. 279 705 391 5 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 


. 360 761 5730 


6 
+0. 405 845 154 0 . 381 830 0503 
0 . 417 959 1837 
+ 0. 960 289 856 5 . 101 228 536 3 
7 +0. 796 666 477 4 . 222 381 034 5 


+0. 525 532 409 9 
+0. 183 434 6425 


. 313 706 645 9 


区 间 [ 一 1, 雪 上 的 Gauss 一 Legendre 公 式 经 过 变换 后 可 导出 一 般 区 间 [a,5] 上 的 Gauss 一 
Legendre 公式 . 


= =ë, Leth 
设 工 一 一 7 二 人 


, в-ар pb 
[уюш е 254] уб bae 


2 2 
式 中 心 (& = 0,1,…,n) 是 区 间 [ 一 1,1] 上 的 Gauss 点 ;At 是 与 之 匹配 的 求 积 系数 (ay,Ax 
仍 按 表 7 — 3 查找 ). 我 们 称 式 (7 — 22) 为 区 间 [a,b 上 的 Gauss 一 Legendre 公式 . 
例 6 利用 两 点 Gauss 一 Legendre 公式 计算 


he 


~ DA рац +056), (7—22) 
= 
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解 ”因为 /(z) = sm эрий. 


lsi 1 
ts s 
| K 577 735 026 92) | sin(0. 577 735 026 эю] 
21 一 0.577735 026 92 0. 577 735 026 92 
= 0.945 363. 
另外 也 可 直接 利用 式 (7 — 22) 计算 , 即 


гера 


Д ч x (—0.577 735 026 92) +1. >] sin(+ X 0. 577 735 026 92 ++ 


~ 


2 + x (—0. 577 735 026 92) ++ + хо. 577735 026 92 ++ 
= 0.945 363. 
例 7 分 别 用 3 点 及 6 点 Gauss — Legendre 公式 计算 

-р% 

r=f 2. 

解 (1) 用 3 点 Gauss 一 Legendre 公 式 ,有 

3dy _п А А; А 
1 pa -fif k +2 n+2 +2 

成 立 , 据 表 7 一 3 得 


t =0, 
tz = 0. 774 596 669 2; 
É o = 0. 555 555 555 6, 


f =— 0. 774 596 669 2, 


= 0. 888 888 888 9, 
= 0. 555 555 555 6. 


并 将 其 代入 得 1- [P ~ 1. 089 40. 
(2) 用 6 点 Gauss — Legendre 公式 计算 
r= | ЧУ < 1.098 62. 
1y 


积分 值 1 精确 至 10 位 小 数 的 结果 是 1. 098 612 289. 
7.5.3.2 Gauss 一 Laguerre 求 积 公式 


称 Гела = DA ао (7 一 23) 
ё 


为 区 间 [0, + о) 上 带 权 函 数 p(z) = e * 的 Gauss 一 Laguerre 求 积 公式 . 式 中 ,zt 为 区 间 
[0, + =) 上 的 Gauss 一 Laguerre 结 点 ( 即 Laguerre 多 项 式 的 零点 );Ai 为 与 之 匹配 的 求 
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表 7 一 4 给 出 了 公式 (7 一 23) {Еп = 1 一 4 时 的 节点 及 与 之 匹配 的 求 积 系数 . 


表 7 一 4 
n =G = 0,1,--,n) A.G = 0,1,--,n) 
0. 585 786 437 6 0. 853 553 390 6 
1 3. 414 213 562 4 0. 146 446 609 4 
0. 415 774 556 8 0. 711 093 0099 
2 2. 294 280 360 3 0. 278 517 7336 
6. 289 945 0829 0.010 389 256 3 
0. 322 547 6896 0. 603 154 104 3 
з 1.745 761 1012 0. 357 418 692 4 
4. 536 620 296 9 0. 038 887 908 5 
9. 395 070 9123 0. 000 539 2947 
0. 263 560 3197 0. 521 755 6106 
1. 413 403 0591 0. 398 666 8111 
4 3. 596 425 7710 0.075 942 4497 
7.085 810 005 9 0. 003 611 7587 
12.640 800 844 3 0. 000 023 3706 


518 Ж Gauss – Laguerre 求 积 公式 计算 
1= | esinzdz. 
解 ” 据 式 (7 一 23) 可 得 


І ~ Arsinz. 
= 
表 7 一 5 列 出 了 n = 1,2,3,4 的 计算 结果 . 
表 7 一 5 
" 1 | 2 I 3 I 4 
节点 2 点 | 3 点 4 点 | 5 点 
1, 0.432459 | 0. 496030 0.540488 | 0.498 093 
— 
жо “已 知 [csinzdz 的 精确 值 为 0.5. 
7.5.3.3 Саиѕѕ – Hermite 求 积 公式 
称 [T raya Јл ао (7—4) 
=» k=0 


为 区 间 (-- оо, + se) 上 带 权 函数 p(x) = e“ 的 Gauss— Hermite REAR. 式 中 ,zi 为 区 
С оо, + со) 上 的 Gauss 一 Hermite 节 点 ( 即 是 Hermite 多 项 式 的 零点 );Ai 为 与 之 匹配 
的 求 积 系数 . 
表 7 一 6 给 出 了 公式 (7 一 24) {Еп = 1 — 7 的 节点 及 与 之 匹配 的 求 积 系数 . 
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表 7 一 6 


n nl = 0,1,--.n) A.G = 0,1,---,n) 
+0.707 106 781 2 0. 886 226 925 5 
+1. 224 744 8714 0. 295 408 975 2 
š 0 1. 181 635 9006 
+1. 650 680 123 9 0. 081 312 8355 
š +0. 524 647 623 3 0. 084 904 090 0 
+2.020 182870 5 0.0199532421 
4 +0. 958 572 464 6 0. 393 619 323 2 
0 0. 945 308 720 5 
+ 2. 350 604 9737 0. 004 530 009 9 
5 +1. 335 849 074 0 0. 157 067 3203 
+0. 436 077 4119 0. 724 629 509 52 
+2. 651 961 356 8 0.000 971 7812 
6 土 1.673 551 628 8 0. 054 515 582 8 
+0. 816 287 8829 0. 425 607 2526 
0 0. 810 264 617 6 
+2. 930 637 420 3 0.000 199 6041 
7 +1. 981 656 756 7 0. 017 077 983 0 
+1. 157 193 712 4 0. 207 802 325 8 
+0. 381 186 990 2 0. 661 147 0126 


@9 ”用 Gauss 一 Hermite 求 积 公式 计算 
1 = [езда 
解 ERO 一 24) 可 得 
I ~ ЎА. 
表 7 一 7 列 出 了 nn 二 1,3,4,7 的 计算 结果 


表 7 -7 
n 1 3 4 7 
FA ZA т 5 点 т: 
1, 0. 748 026 0. 565 510 0. 560 255 | 0. 560 202 
s e 
ж аена = 2E < 0.560 202 28. 
习题 7 


* 1. 分别 用 复 化 梯形 公式 、 复 化 Simpson 公式 计算 下 列 积分 ,并 保留 9 位 有 效 数字 . 
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М _ Я е 
ој =); zdr G= 10), 


era n= 10); wf? VI smdr (n = 6); 
of szdz (n = 8), 
* 2. BUH Romberg REAREA 2 | e7 de ЕЖА 0. 5 x107, 
* 3. RAIRE ДЭ Simpson 公式 与 Romberg 算法 计算 积分 
fio. 5Vzdr. 
x A. 试 确定 系数 A ,A ,As ,并 使 求 积 公式 
[reyes АС ЖАС) HAS 
具有 2 次 代数 精度 . 
x 5. 利用 Gauss 一 Legendre 求 积 公式 计算 积分 | 


真实 值 2arctan 4 == 2. 651 635 4 比较 . 
6. 确定 下 列 求 积 公式 中 的 待定 参数 ,使 其 代数 精度 尽量 高 . 


Df! fade = A, fW +A f) + A OD, 


1 ө = 
отуза Rn = 1,2,3, 并 与 


D|” Sde = Ал fh) ЖАО) +A OD, 

КӘ) /Der = ÜC D +2/GO +3fG01, 

о ладах = CFO + 700] HRL O — f W 
7. 推导 下 列 三 种 矩形 求 积 公式 . 

«орусда = Ф) +200 а), 


(2) ? аах = (6-а) fb) +f ea, 


» 
(3) 


Гбх = Ф —a) 50) +e ах 
8. 利用 Gauss 型 求 积 公式 ,计算 下 列 积 分 的 值 ,分 别 取 nn = 2,3,4. 


а) Те Усал, D| esinzdz; 
ме», 4 м се 
[е ааз; (о Тек“ сол, 


Ж тк 号 的 习题 在 本 书 附录 H 作 了 详解. 
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第 8 章 ” 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 


81 ” 初 值 问 题 与 数值 解 
8.1.1 ”一 阶 常 微 分 方程 的 初 值 问题 


# үс, a<r<b, a 
уба) = yo. 
为 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 . 其 中 f(z,y) 为 已 知 函 数 ,y(a) = yo 为 初始 条 件 ( 或 定 解 
条 件 ). 
设 /(z,y) 在 区 域 
D, = ((z,y) |a Sz Sb, | y |< œ} 
内 连续 且 对 变量 y 满足 李 普 希 效 (Lipschitz) 条 件 , 即 存在 常数 了 ,对 D, 内 的 任何 两 点 (zx， 
у) 和 (zya), 有 以 下 不 等 式 成 立 : 
| (х,у) — fz,y) |< L| yx —» |+ 
则 初 值 问题 (8 — 1) 的 解 y(z) 存在 且 惟一 . 
从 几何 上 看 , 初 值 问 题 (8 — 1) 的 解 是 通过 点 (zx。，y。) 的 一 条 曲线 ,如 图 8 一 1 所 示 . 


y 


уб) 


>(а)= уо 
一 一 一 > 
о z =a ь х 
图 8 一 1 
初 值 问题 (8 — 1) 所 涉及 的 一 阶 微分 方程 可 分 为 一 阶 线性 微分 方程 和 一 阶 非 线性 微 
分 方程 两 类 . 
8.1.1.1 一 阶 线性 微分 方程 


一 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
y = P(z)y +000), 
其 中 右 端 函数 是 关于 y 的 线性 函数 ,P(z) 称 为 变 系数 ,QCz) 称 为 非 齐 次 项 . 
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例 1 马尔 萨 斯 (Multhus) 人 口 方程 为 
Р = ry(z), 
уб) = у. 

式 中 ,z 表示 时 间 ,y(z) 表示 随时 间 增长 的 人 口 数量 ,常数 "表示 人 口 自 然 增长 率 . 

方程 (8 一 2) 称 为 一 阶 线性 常 系数 (PCz) =7) 齐 次 (Q(z) = 0) 微分 方程 .其 初 值 问题 
的 解 为 y(z) = yoe mo, 这 个 解 与 第 6 章 6.2 中 用 作 人 口 预测 的 拟 合 公式 NO 一 e “是 
一 致 的 . 

Multhus 人 口 方程 (8 — 2) 用 作 人 口 预测 有 很 大 的 局 限 性 ,因为 在 环境 等 因素 的 制约 
下 ,人 口 不 可 能 按 指数 函数 规律 无 限制 地 增长 . 

8.1.1.2 一 阶 非 线性 微分 方程 

一 阶 非 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 为 

y = zy). 

其 中 右 端 函 数 f(z,y) 是 关于 y 的 非 线性 函数 . 

例 2 ”罗杰斯 蒂 克 (Logistic) 人 口 方程 为 

| =G -2) = 六 一 大， 
y(zo) = уо. 

Logistic 人 口 方程 的 右 端 函数 含有 y 的 非 线性 项 , 式 中 7 为 人 口 自然 增长 率 , 为 环境 容纳 
Ж. 比如 在 20 世纪 80 年 代 初 期 ,我 国人 口 自 然 增 长 率 ~ = 1. 4%% ,而 人 口 专家 认同 我 国人 
口 环境 容纳 量 为 36 亿 . Logistic 人 口 模型 由 于 考虑 到 了 环境 对 人 口 增长 的 限制 ,因而 可 用 
于 中 长 期 人 口 预测 . 

类 似 的 一 阶 非 线性 微分 方程 还 有 伯 努 利 (Beroulli) 方程 

у = P(z)y +Q(z)y'. 

RP, P) ,Q(z) 为 变 系数 ,a 为 任意 实数 . 

黎 卡 堤 (Riccati) 方程 

у = P(z)y + Q(z)y' + R(z). 

该 方程 较 之 Beroulli 方程 多 了 一 个 非 齐 次 项 . 

上 述 一 阶 非 线性 微分 方程 ,在 一 定 条 件 下 ,通过 变量 置换 可 化 成 一 阶 线性 微分 方程 求 
Ж. 但 在 一 般 情 形 下 ,一 阶 非 线性 微分 方程 寻求 解析 解 是 很 困难 的 ,有 的 甚至 不 可 能 求 出 
它 的 解析 解 . 即使 是 一 阶 线性 微分 方程 ,其 解析 解 往往 无 法 用 初等 函数 表达 因而 不 实用 . 
例如 ,容易 求 出 初 值 问题 


(8 一 2) 


(8 – 3) 


у =1—ycost, 0 <t < Т, 
y0) =0 
的 解 为 уш) = [еа 
但 是 ,对 给 定 的 4, 要 计算 усо) 的 值 还 是 要 用 数值 积分 的 方法 - 
鉴于 上 述 情况 ,研究 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 , 即 式 (8 — 1) 的 数值 解法 就 十 分 必 
要 了 . 
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8.1.2 ”数值 解 与 数值 解法 


8.1.2.1 数值 解 
在 初 值 问题 (8 一 1) 中 , 设 其 精确 解 为 y(z) ,zr € [a, 如 , 它 是 满足 该 初 值 问 题 的 解析 
解 . 车 将 区 间 [a,6] 插入 分 点 , 即 
2, = z +m, n=0,,2,--,N, 
则 称 y(z,),n = 0,1,…,NN 为 初 值 问 题 (8 — 1) 的 离散 解 ; 称 
In == у(х), n = 1,2,--,N, 
у = СХ) 
为 初 值 问题 (8 — 1) 的 数值 解 . 
显然 ,y(z,) 是 >(z) 在 各 分 点 处 的 离散 值 ;而 y, 则 是 y(z,) 满足 一 定 精度 的 近似 值 . 
精确 解 yC) ,离散 解 y(zx,) 及 数值 解 y, 三 者 之 间 的 关系 如 图 (8 一 2) Вл. 


(8—4) 


y 


Ia) 


I) 


图 8 一 2 

8.1.22 数值 解法 

求解 初 值 问题 (8 一 1) 的 数值 解 ,通常 是 通过 求解 差分 方程 来 实现 的 . 而 差分 方程 的 
一 般 形 式 为 

Flans Yno Ymist Yoh) =0, n=0,1,,N—k. (8—5) 

其 中 ,k 是 一 正 整数 ,N 是 区 间 等 份 数 ,函数 下 与 初 值 问题 (8 — 1) (КЖ; ЖШН 
B /(z,y) AR. 方程 (8 一 5) 称 为 关于 yoryi syn 的 差分 方程 . 数值 解法 的 实质 是 用 关 
于 ,yw…3w 的 差分 方程 (8 一 5) 近似 代替 初 值 问题 (8 一 1) 中 的 微分 方程 ,并 从 yo оу, 
тоун HR ARG 一 5) 中 依次 逐个 解 出 yas ува ,… ,yw， 从 而 得 到 初 值 问题 (8 一 1) 的 数 
值 解 式 (8 一 4). 

上 述 求解 过 程 的 具体 做 法 如 下 : 

Sn = 0, 由 下 (zyoyyi ук, Ук, = 0 у ОД уо, у,» ув 为 出 发 值 ); 

Фп = 1, Fisy syz ysy sh) = ОН yen WA у, у, е, 为 出 发 值 ); 


Фп = М =k, h FCn syns Yne yi YN h) = OH yn ОД ума Улы э» 
ух 为 出 发 值 ). 
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# k = 1,' 式 (8 一 5) 为 


Flans Yarym sh) =0, п =0,,2N-1. (8—6) 
通常 称 式 (8 一 6) 为 单 步 公式 (一 个 出 发 值 ) , 它 是 本 章 研究 的 重点 ; 若 上 之 2, 则 式 (8 — 5) 
统称 为 多 步 公式 (多 个 出 发 值 ). 
若 单 步 公式 (8 — 6) 能 表示 为 
уна = Plan Yash), n=0,1, Nl, (8—7) 
或 ука = y. + рб, Ynah), n =0,1,2.N-1. 


则 称 式 (8 — 7) 为 显 式 公式 ,相应 地 称 式 (8 一 6) 为 隐 式 公式 . 
8.2 ” 欧 拉 (Euler) 公式 与 梯形 公式 


8.2.1 Euler 公式 ( 显 式 与 隐 式 ) 


将 区 间 [av 拉 ] 等 分 为 N 个 小 区 间 , 取 步 长 h = GEA za = zo +лй ул = 0,1,2, 
=N. 


设 y(z) 为 初 值 问题 (8 一 1) 的 精确 解 , 在 子 区 间 [zzeia] 上 对 微分 方程 y = Sry) 
两 端 积分 ,有 


Гуса = Гласа, 


m ужы? — y(z = [T fey) dr. (8—8) 


iË g(z) = (zy(z)), 并 对 式 (8 — 8) 的 右 端 运用 左 矩 形 公式 ( 见 第 7 Ж 7. 3. 4 中 的 左 和 矩 
公式 ) 


[gwar = hg(z,) Ep, £ € (х2), 


则 Kami) уб) = h f(z,,yCz.)) +69, 
Ф xG) = узба) = ya RAEE AAR 
Ут = y, +h f(zm,,y.,)> п = 0,1,:..,№ - 1. (8 — 9) 


称 式 (8 — 9) HER Euler 公式 ,简称 Euler AR. 
Euler 公式 还 可 由 泰勒 (Taylor) 展开 式 得 到 . 假定 убх) 二 阶 连续 可 导 , 将 >(zrl) 在 
=, 点 展开 


А 
Kama) = у(х, +h) = убт) +y (zOh _— 


уб) = у, @ Ж h° DEER y a) = Руб) = SEn Ya) ,可 得 
Уні = y. +h f(z,,y.), n =0,l,+sN-1. 
若 对 式 (8 一 8) 的 右 端 用 右 矩 形 公式 代替 积分 ,得 到 


Эба) уба) = h f Ga yG) —#-®м. 
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同 理 可 得 
Уна 一 加 十 由 (CzeHyyeH)， 于 一 0,1… 和 一 1. (8 — 10) 

称 式 (8 一 10) HAR Euler AR. 由 于 公式 的 两 端 都 含有 ye ,在 一 般 情形 下 求解 yw 很 困 
难 ,需要 解 非 线性 方程 . 

8.2.2 ”两 步 Euler 公式 (Euler 中 点 公式 ) 

设 уба) 为 初 值 问题 (8 一 1) 的 精确 解 ,在 子 区 间 [z- ,zr ] 上 对 微分 方程 y = f(z,y) 
两 端 积分 ,有 

J” coa: = [E feyz, 


эбен) = убуз) = flz,y(2))dz. 8—1) 
җы 
仍 记 g(z) = f(z,y(z))，, 并 对 式 (8 — 11) 的 右 端 运用 中 矩 公式 ( 见 第 7 章 7. 3.4 中 的 中 和 矩 
公式 ) 
is gada = ао) +E E о, з, 


所 以 Kam) — уб.) = hf (Tas у(х) + Ө, 


g 12 


E убх) = Yman) = ук, 227-188] 


Ун = у м п =1,2,--,N 一 1. (8 —12) 
称 式 (8 一 12) HH Euler ARR Euler PAAR). 显然 ,利用 该 式 计算 yei 时 需要 两 个 
初 值 у 和 y,. 
在 利用 上 述 公 式 计 算 ye 时 , 若 只 需 一 个 初 值 (出 发 值 ), 则 称 该 式 为 单 步 Euler 公式 
(或 单 步 法 ) ; 若 需 两 个 以 上 的 初 值 (出 发 值 ), 则 称 该 公式 为 多 步 Euler 公式 (多 步 法 ). 式 (8 一 9) 
及 (8 一 10) 为 单 步 公式 ,(8 一 12) 为 两 步 公 式 . 


8.2.3 ”梯形 公式 
将 显示 Euler 公式 (8 一 9) 与 隐 式 Euler 公式 (8 一 10) 相 加 即 得 
жө =» АСС н) + нун], п=б,1 ЫМ =L (8—13) 


称 式 (8 — 13) 为 梯形 公式 . 
梯形 公式 也 可 由 式 (8 一 8) 直接 推出 , 即 对 式 (8 一 8) 的 右 端 用 梯形 求 积 公 式 代替 积分 
得 到 


Kam) — y(z.) = АСУС уба) + fae yx))] -Se 
会 去 一 《外 局 项 ,得 到 


эн = э HALS Cna) + науы). 
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这 个 公式 的 左 、 右 两 端 均 含有 y ,因此 它 也 是 一 个 隐 式 公式 . 
将 上 述 公式 归纳 如 下 : 
(1) 显 式 、 单 步 Euler AR: 
Уні = y. Hh ГО), n=0,1,-.N-1 

D 隐 式 、 单 步 Euler AR: 

yr = y. БА ГО зуны)» n=0,1,N-—1; 
(3) 显 式 、 两 步 Euler 公式 : 

Уні = Yra +2В/(л„,у), n=1,2,-.N -1 
(4) 隐 式 . 单 步 梯形 公式 : 


Ут =» A + (жы ,унн)], n=0,1,,N-—1. 


8.3 Euler 方法 及 其 改进 方法 


8.3.1 Euler 方法 


8.3.1.1 Euler 公式 的 计算 表格 
将 式 (8 一 9) 改写 成 如 下 形式 : 
yr = у. HAK, 
K = fanya), п=0,1, М —1. 
其 表格 计算 方案 见 表 8 一 1. 


(8 一 14) 


表 8 一 1 
=, >. | K = (Gy) 
2 » = [к= лам) 
а = m +h у =»+АК_ | _K=fGyx) 
m = n +h жу =»+АК | K= /fry) 
n 7 | ; 
лм = лы +h ум = s 


例 3 M Euer ARG — 14) 解 初 值 问题 
y -›-®, х € [0.1]; 
y(0) = 1. 
分 析 ”该 方程 为 Beroulli 方程 , 即 
y = P(z)y +Q), 
Р(х) =1, QG) =-—2z, a = 一 | 


“二 ,将 其 线性 化 ,得 一 阶 线性 微分 方程 
Z = 22—41. 


其 解析 解 为 Z = 1 十 2z, 即 
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y = VI+2z. 
以 下 用 数值 方法 求解 ,并 与 其 解析 解 的 结果 进行 比较 . 
解 ”将 区 间 [0,1] 分 成 10 等 份 ,并 令 h = 0. 1, 则 Euler 公式 为 
ги = у. +0.1К, 


2z, 
К = у, — 22, 
i Yn 


RR 8 一 1 的 格式 列表 计算 , 见 表 8 — 2. 


表 8 一 2 
22, 
=. x K=y —— 
yn 
0 
z = 0 »=1 K=1-2x+ =1 
m = 0.1 x =1+01K = 1.1 K =1.1 -2x $H = 0.91818 
s Е _ 2 x0.2 
网 x = 1.1+0.1K K = 1.191818 — 1250-2. 
= 1. 191 818 Š 0856396 
хо =1.0 Ую = 1. 784 771 


例 3 的 全 部 计算 结果 у, (п = 1,2,…,10) 示 于 表 8 一 3, 该 表 分 别 列 出 了 Euler 公 式 的 
计算 结果 和 精确 解 y = V1 十 2z 的 计算 结果 . 


表 8 一 3 

x Euler 方 法 精确 值 

0.1 1. 100 000 1.095 445 
0.2 1.191 818 ] 1.183 216 
0.3 1. 277 438 1.264911 
0.4 1.358213 1.341641 
0.5 1.435133 1.414 214 
0.6 1. 508 966 1. 483 240 
0.8 1.649 783 1.612 452 
0.9 1.717 779 1.673 320 
1.0 1.784 771 1.732 051 


例 4 AIHER Euler 公式 、 隐 式 Euler 公式 和 两 步 Euler 公式 解 初 值 问题 
y =-у, х Є [0,1], 
Es =1. 
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解 (1) 显示 Euler AR = 0. 1). 
[ye = y, +0.1K, 
K =— yn. 
此 法 按 表 8 一 1 计算 ,其 结果 见 表 8 一 5 第 3 列 . 
(2) R Euler 公式 (h = 0. 1). 
由 ун = y, 一 0. ly Ж у 得 


= - 852 


1.1 
x = 1. 
此 法 不 必 列 表 , 直 接 按 以 上 公式 计算 ,其 计算 结果 见 表 8 — 5 第 4 列 . 
(3) 两 步 Euler 公式 (h = 0.1). 
该 公式 需要 两 个 初 值 (出 发 值 ) , 故 先 由 Euler 公式 计算 y ,然后 运用 两 步 公式 
p=. 一 ye —2Аһу, п = 1,2,--.,9, 
у = 1. 
先 将 以 上 公式 改写 成 
[к = ym +2АК, 
,ets 
其 表格 计算 格式 如 表 8 一 4 所 示 . 


表 8 一 4 
хе Уе РД K =-у, 
Zo | > x | К=-у 
m = +h ж» ж» =»+?АК | wh 
т = x +h ж» ж» = +?АК | 一 一 为 
хм = Ivi +h 


计算 结果 见 表 8 一 5 第 5 列 . 


表 8 一 5 
= уш) = e= BR Euer | MR Euler 两 步 Euler 法 
0.1 0. 904 837 0. 900 000 | 0. 909 091 0. 900 000 
0.2 0.818731 0.810000 | 0. 826 446 0.820 000 
0.3 0.740818 0.729000 | 0.751315 0.726 000 
0.4 0.670 320 0.656000 0.683013 0. 672 800 
0.5 0. 606 531 0. 590 490 0. 620 921 0. 601 440 
0.6 0. 548 812 0. 531 441 0. 564 474 0. 552 512 
0.7 0. 496 585 0. 478 297 0. 513 158 0.490 938 
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续 表 8 一 5 


0.8 0.449 329 I 0.430467 0.466 507 0.454 324 
0.9 0.406 570 | 0.387 420 0.424 098 0.400 073 
1.0 0. 367 879 0. 348 678 0. 385 543 0.374310 
注 “本 例 中 的 初 值 问题 的 解析 解 (精确 解 ) 为 》 一 e=. 
8. 3.1.2 Euler 方 法 算法 设计 
Algo. 8. 1 (动态 存储 方式 ) 
1 送 初 值 zo,yo,h,N; 打 印 ze, yo. 
2 i>i 
3° /zavyo) — K. 
4 motha, yo +Kh— y. 
5° 打印 х,у. 
6 i+1—i. 
7 i>N? 

是 , 转 8 ， 

否 ,z 一 z — ya $Ë 3°. 
8° Stop. 
Algo. 8. 2( 数 组 存储 方式 ) 
1 送 初 值 zo,yo,h,N. 
2 0-1 
3° faya) = К. 
£ zG)+h—zG-+1), yG) +АК > yl +1). 
5 i+l>i 
6 ¿>N? 

是 , 转 7 ; 

否 , 转 3 . 
7 HPO, YOG = 0,1,++,М). 
8° Stop. 
Ж Algo.8.2 需 引入 数组 : 

z(N) yN) 
初 什 200)  у0@0) 
计算 值 ха) Ке 
PGD, уб? 

8.3.2 ”改进 的 Euler 方法 


用 Euler 公式 作 预 报 ,用 梯形 公式 作 校正 ,从 而 构成 预报 一 校正 公式 
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Уна = Ya +h f Cans Ya)» 

Í. = x. HLS Canya) + („ы sn). 

将 预报 一 校正 公式 改写 成 便于 表格 计算 的 形式 
эт =» ÈK +K), 


K, = (х,у), 


K; = (ze +h,y, +АК\), 


多 次 校正 的 预报 一 校正 公式 


YR = y. БАС), 
| = x HELS Cany) Fflam ,›у@)]. 


式 中 心 =0,1,-- N —1,k = 0,1, 


8.3.2.1 Euler 方 法 (一 次 校正 ) 的 计算 表格 
公式 (8 一 15) 的 计算 表格 如 表 8 一 6 所 示 . 


(8 一 15) 


п =0,1,--N -1. 


表 8 一 6 
= » K.G = 1,2) K = 去 (KG +K) 
= » K, = fla, y) k 
Xo +h y +АК\ K; = flzo +h,y +АК\) 
Zi =z +h ж = у +hK ` К, = /(х,у) к 
= +h у +АК\ K: = f(z +h,y +АК\) 


— 
nan th X =y +АК" 


2н = ri +h | x = ума ЖАК" 


#15 用 改进 的 Euler 公式 (8 — 15) 解 初 值 问题 


У = y— 2 
= ， 
| > 
y0) =1. 


х € [0,1], 


М ”首先 按 式 (8 一 15) 写 出 求解 公式 (h = 0.1) 
ya = y. + LK +K), 


K; = (y, +0.1К) 


_ 2(z, +0.1) 
y, +0.1K, ` 


按 表 (8 一 6) 计算 ,其 计算 结果 列 于 表 8 一 7, 并 与 Euler 方法 和 初 值 问题 的 精确 解 
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у= VI 十 27 的 计算 结果 进行 比较 . 


表 8 一 7 

= Euler 方 法 改进 Euler 方 法 精确 值 

0.1 | 1.100000 1.095 909 1.095445 
0.2 1.191818 1.184097 1.183216 
0.3 1. 277 438 1. 266 201 1. 264 911 
0.4 1.358213 1.343360 1.341641 
0.5 1.435133 1.416402 1.414214 
0.6 1.508 966 1.485956 1. 483 240 
0.7 1. 580 338 f 1. 552 515 1. 549 193 
0.8 1. 649 783 1.616 478 1. 612 453 
0.9 1.717 779 1.678 167 1. 673 320 
1.0 1. 784 771 1. 737 686 1.732 051 


8.3.2.2 改进 Euler 方法 的 算法 设计 

Algo. 1. 3( 动 态 存储 ) 

1 ” 送 初 值 zo ,yo,h,N. 

2 14 

3° flzoy) Ка, flzo +h. +h) — Kz. 
£ mths »+ (К) +K) x. 
К 

° 

7 


打印 х,у. 
itl—i. 
i>N? 
是 , 转 8 ， 
Brati — х,у — о, 3°. 
8 Stop. 
公式 (8 一 15) 也 可 以 写成 如 下 形式 : 
yp = у, Hh f (Ens y.) 
Ye = y, +h f (zanyp), 


жы = +G +y). 
其 中 ,y 为 预报 值 (prediction) ,ye 为 校正 值 (correction) ,yn 为 第 ”次 递 推 值 . 
8.4 ” 单 步 方法 的 截断 误差 与 阶 


定义 8. 1( 局 部 截断 误差 ) ” 设 单 步 公式 (8 一 6) 
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下 (zuyyeyyeHj) =0, n=0,1,-,N-1, 
或 (8 一 7) 
уха = Plaah), n =0,,-,N 1. 
# убх) 是 初 值 问题 (8 一 1) 的 精确 解 , 则 称 убт) 一 yen 为 上 述 单 步 公式 的 截断 误差 ; 若 
IEn) © Yn К убт„ы) 一 yrh 为 整体 截断 误差 ; 若 уба.) = yn ER >(zeh ) — уны 为 
局 部 截断 误差， 
定义 8. 2( 单 步 公 式 的 阶 ) ” 设 单 步 公式 (8 一 6) 或 (8 一 7) 的 局 部 截断 误差 为 


(p+D (еу он 
эы) = БРА = Саром об), 


则 称 该 单 步 公式 具 有 р 阶 精度 , 且 其 局 部 截断 误差 的 首 项 为 


PD (ze) pp 
WERE 


16 WME Euler ARAR Euler 公式 、 两 步 Euler 公式 的 阶 . 
解 (1)Euler 公 式 
Уча = Yn +h flans Yn). 
Щу, = ylz,) 有 
Yma = y(z,) +h f(z,,y(z=,)) = y(z=,) + hy (zn). 
由 Taylor 展开 式 
YEr) = уба, +h) 


= уб +hy (z) HESE), n € Gaza), 
所 以 am) -yl = уу О = FY GM = об). 


由 定义 8. 2, 该 Euler ARRA — Е, НАЗЕ АДУ Ch. 


(2) 两 步 Euler 公式 
Yna = Yra +2h f lEn Yn). 
设 y = у(х„а)›у„ = у(т„),Ж Yr = у(т„а) + 2hy”(z,). 


将 Wama) = уба) hy E) +Ë (ao) уе) 
代入 上 式 得 
жн = y(z) hy (z) ус) -EGD 
А 
而 (za) = уба + hy G) +Ë G) HEESE), 
R kv h` > з 
所 以 Kam) = ym = ЖУ ЧӘ 5 Жу” (т = об), 


由 定义 8. 2, 该 两 步 Euler 公式 具有 二 阶 精度 , 且 其 截断 误差 首 项 为 每 y”(z,). 


(3) 隐 式 Euler 公式 
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Ун = Ya Hh f (ra У). 
设 Ja = (Ta). 
HES Em Ym) 作 如 下 变换 : 
Samym) = fr убы) + Суны — IEn ))) 
= РО уб) + fy Саны 6р) Сун — y(z,a)), 

ЖФ, yen У убы) 之 间 . 所 以 

Уны = IEn) КАСС зубы) + Сен р Суны — y(z,a))J. (8—16) 
而 fz y Te)) = y (Een) 


= yG) 十 和 "Cr HES) + 
将 其 代入 式 (8 — 16) 得 


Yma = h fy Ema эр Оны + y(z,a)) + y(z,) +Ау'(т„) HRY С) +Ë сә += 
(8—17) 
而 Wam) = yG) + hy Cz) +Ë GD +Ё CE) += (818) 
用 式 (8 一 18) 减 去 式 (8 一 17) 得 | 
Wam) = yon -Af Em) уна уба) + G+ — DM G) 
+G; -Ююу ао ++ 
раа р (Oysa убаа) 一 фус) ++ 
整理 上 式 得 
ELAS Саа рО Сн) =y) == +B G.) +. (8 一 19) 
据 rh ltet +... 
得 TR hf + 


并 将 其 代入 式 (8 一 19) 得 
Wam) жа = Th YG) У С) H 


所 以 Wann) уна е hy G) = oh). 


故 该 隐 式 Euler 公式 具有 一 阶 精 度 , 且 其 截断 误差 的 首 项 为 -Eh ya). 
(4) 梯形 公式 
Ima = ya HALSE) + faza ун]. 


用 类 似 于 (3) 中 的 方法 可 证 得 
184 


А 
уба) = уна m yC) = об), 


即 梯形 公式 具有 二 阶 精度 , 且 其 截断 误差 的 首 项 为 -y C). 
归纳 上 述 结论 如 下 ， 
Euler @з:ублун) 一 yn = ЛО! оне) „ВН: 


R Euler AR: Iam) — уы 一 一 pe = olh?) ,一 阶 精度 ; 
两 步 Euler Азбы) -ym = ®© = o, BE, 
WEAR: убт) — уы 一 一 Ус = olh’), ЮЙ. 

8.5 ” 龙 格 一 库 塔 (Runge 一 Kutta) 方法 


8.5.1 Runge 一 Kutta( 简 称 R — К) 方法 的 基本 思路 


对 于 初 值 问题 (8 一 1) ,在 区 间 [z, en] 上 应 用 微分 中 值 定理 (如 图 8 —3): 
Iama) уб) = y En) ы —х„). 
其 中 ,6 = z, баа —z,),0 € (0,1),y En) Ж убх) 在 区 间 [z, ,znn] 上 的 平均 变化 
ж. 


УС) 


图 8 一 3 
Gh = хы х, ЯТ 
у(х) = y(z,) +hy'(z, +h) 
= y(z,) +h f (z, +@h,y(z, +@)). (8 — 20) 
ERG — 20) 中 , 若 取 y (z, Hh) = y (z,), WA 
энн = Ja Ау Ск.) = y, +h f(z,.y.). 
此 即 显 式 Euler 公式 ; 若 取 
yG, +@) = FEY Co) Hy an), 
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则 有 эн =» + 人 [Ly G) Hy Cen)] 


=y + /.›уә + азун), 


此 即 梯形 公式 . 
将 显示 Euler 公式 与 梯形 公式 结合 形成 改进 的 Euler AR: 
эн 一 和 十 对 (Ki +K), 


K, = f(m=,,y,)> 
К, = flan +h,y, +АК\). 
HERRER Euler 公式 与 梯形 公式 的 推导 得 到 启示 , 若 在 区 间 [z,,zv] 内 多 预测 几 
个 点 的 斜率 值 , 如 K.G = 1,2,…,NN), 即 令 


уб, +h) = мк, 
£: 
则 有 可 能 构造 出 高 精度 的 计算 公式 . 
8.5.2 二 阶 R 一 K 公 式 


二 阶 R 一 K 公 式 即 是 将 改进 的 Euler 公式 进一步 推广 ,推导 出 具有 二 阶 精度 的 各 种 近 
似 公式 . 
FABRE Cr, ос) 上 的 两 点 :zo j npl Enip = z, + Ph,0 < р < 1), HER 
(8 一 20) 中 令 
y (zu +h) = AK, +K. 
其 中 K, = y'(z,) = /(х„›у„)› 
K; = y (Emp) = (zspyy(zrtp)) = fläns yn + АК). 
于 是 我 们 得 到 二 阶 R — K 公式 的 一 般 形式 
Уны = у, HAAK, 十 jzK:)， 
k = flan Yn)» (8-21) 
К. = [броун + PhK1). 
可 以 证 明 , 欲 使 式 (8 — 21) 具有 二 阶 精度 , 则 式 中 的 三 个 待定 系数 hi ,nz p 应 满足 不 


定 方程 
À +à: =1, 
(8 —22) 

- 1. 


事实 上 ,在 式 (8 — 21) 中 
K: = fla, + Ph,y, БК) 
= Gy) + зз, +. РС), +... 


= Gy) +e КЭ. ра + 
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= f, T Cf," + f, Panso ++ 
将 Ki = zy) = fa R K+ 代入 式 (8 —21) 中 得 
ун = y, + Qi ЖАА f, +A phi Cf + f," бш +++ 
另 一 方面 , 按 Taylor RR 


А 
убы) = уб) Ву) +Ë G) +. 


: 
=s. +h f. tf + f; es + 


由 此 得 局 部 截断 误差 
Ream) = Iar) — Yati 
= Q Ai ADA f, +E UPDRS + f + Оа) +00). 
据 定义 8. 2, 欲 使 式 (8 — 21) 具有 二 阶 精度 , 则 有 
1-a -a =0, 4 -ap =0, 
Мм +h =l, 
即 满足 式 (8 — 22) L; ы: 1, 


52%. 

我 们 称 满足 式 (8 — 22) 条 件 的 一 族 公 式 (8 一 21) 为 二 阶 R 一 K 公 式 . 下 面 列 出 它 的 几 
种 常用 形式 . 

1) 改进 的 Euler 公式 


在 式 (8 一 21) th, p = 1, 按 式 (8 一 22) WB a = hz = 去, 于 是 有 


ya = y, АСК К), 


К, = flans ya)» 
K; = јх, +Һ,у„ +ҺК\). 
2) 变形 的 Euler 公式 (中 点 公式 ) 


H p = 到, 按 式 (8 — 22) ЖИВА = 0: = 1, 则 有 


yr = у, +hK>, 
К, = f(z,,y,)> 


K; = f(z + Жу, +K). 


(8 — 23) 


3) Heun( 海 伦 ) 公式 
р RRG 一 22) ЖИВА = ТА = + Bi 
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эн =» +K: ЗК), 
= flana)» (8 — 24) 
= fan +һ,у, АКО), 
8.5.3 ”四 阶 R 一 K 公 式 


用 类 似 的 方法 可 以 确定 三 阶 和 四 阶 R — K 公式 的 参数 ,从 而 构造 三 阶 和 四 阶 的 R 一 K 
方法 . 下 面 介绍 两 个 四 阶 R 一 K 公式 . 


D ARAR 
эн = ж + (Ку +2K +2Ks + Ko), 
Kı ЖУ 
K; = /(х,+ Жээ +9 Аку, (8 — 25) 


K, = f(z, + +. +5. кк), 


К, = f(x, он а 
式 中 ,n = 0,1,--,№-1. 
2) 吉尔 (Gill) 公式 


Ут = y. + Кк, + @—/2)К; + 2 +/2)K, +K.], 
saan 


G+. АК, 
Б А i (8 —26) 


К, = fa, + 入 ,y+ a a +а - kO, 


= f(z, hya 一 -#Фкк, +а +2, ), 


式 中 ,n = 0,1, 一 1. 
#7 用 经 典 公式 (8 — 25) 解 初 值 问题 


> =›-®. ze[0,1]; 


»=1, h = 0.2. 
ж ”由 式 (8 一 25) 得 
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ym = э. FAEK +2, +2Ks + KO, 


22, 
К, = у, – ==, 
Yn 
2. +0.1 
= (y +0. —2- z. +01 
K; = (y, +0. 1K,) z TO IK? 
= -22 +0.1_ 
К; = (y, +0. 1K23) 2 FO. IK’ 
Š _ +0.2 
K, = (y, +0.2K;) “z F0. 2K; 
式 中 ,n = 0,1,2,3,4,5. 其 计算 方案 如 表 8 一 8 所 示 , 全 部 计算 结果 见 表 8 — 9. 
表 8 一 8 
= >. K.G = 1,2,3,4) K: 
PET) w=1 K. =1 
=1.1-2 x% 
mtolcol [> + ®1 x Kfk =11-2x$ 
=11 = 0.918 182 
а ерене а тая 
= 1.091818 тайы = 0.908631 
.-1 
НИ РЕЯ K = 1.181727 —2 x|K* = (Ка +2K + 
зк = 1.181727 13025 To 3902, + KO = 
a 0.916 146 
_ > у = x +0.2 x K° 
m =m +02 02 | не 
zs = 1.0 у = 1.732 142 
表 8 一 9 
2. ЕД убх.) 
PET) »=1 у) =1 
ж =0.2 у, = 1.183229 yC) = 1.183216 
z = 0.4 уг = 1. 341 667 уб) .341 641 
а = 0.6 ys = 1.483281 Уба) = 1.483240 
==08 | > = 1.612514 уба) = 1.612452 
а =1.0 ys = 1.732 142 Y) = 1.732 051 


可 见 , 对 四 阶 R — K 公式 即使 取 步 长 h = 0.2 计算, 其 计算 结果 也 比 一 阶 和 二 阶 方法 
精度 好 得 多 . 
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8.6 ”一 阶 常 微 分 方程 组 初 值 问题 的 数值 解法 


8. 6. 1 ”一 阶 常 微 分 方程 组 的 初 值 问题 


联 立 = 个 一 阶 常 微分 方程 ,给 定 初始 条 件 即 形成 该 方程 组 的 初 值 问题 
[2 = /,(х,уу(ж),*›у„(ах)), z Є [а,Ь]; 
(ro) = yas i=1,2,-:,n. 
其 中 ,yi《z)(i = 1,2,…,n) 均 为 定义 在 区 间 [a,6b] 上 的 一 元 实 值 函 数 ; fiy (а), 
уг (XT),"… ,yn(X)) ЖЖ х,у ,ys，…，,yn 的 多 元 实 值 函数 . 
记 у= (узуну), Yo = (Yws Ууз" ую), 
f = (fen fd, 
则 初 值 问题 式 (8 — 27) 可 表示 为 向 量 形式 
y =fG,y), хЄ[а,&], 
y(zo) = у. 
例 8 下 面 给 出 一 阶 常 微分 方程 的 一 些 例子 : 
K =—3у +z +e", 


(8 一 27) 


O r =-y—5zr+e, 
у(х) = yos (л) = 20. 
其 中 ,>(z),z(z) 定义 在 区 间 [a,5] 上 , 称 为 常 系数 线性 非 齐 次 方程 组 的 初 值 问题 . 
20) =х+у, 
(2) be =х+у+:, 
lto) = zo уб) = yo. 


其 中 ,z(z) y) 定义 在 区 间 [a,b 上 , 称 为 常 系数 线性 非 齐 次 方程 组 的 初 值 问题 . 


zG = 1-1, 
(3) 7 


1 1 
уч) E =P 


此 方程 组 为 一 阶 非 线性 方程 组 . 
(4) 洛 特 卡 一 沃 尔 泰 拉 (Lotka 一 Volterra) 方程 


ytor 
4 =: + Ду. 


其 中 ,z 表示 时 间 ;y 表示 被 捕食 者 动物 群体 的 数量 (如 野兔 ) ;z 表示 捕食 者 动物 群体 的 数 
量 ( 如 狐狸 );a < 0,8 > 0 为 参数 . Lotka — Volterra 方程 亦 为 一 阶 非 线性 方程 组 . 


8.6.2 ”一 阶 常 微 分 方程 组 的 数值 解法 


以 含有 两 个 函数 的 方程 组 为 例 . 设 方程 组 
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y (z) = Абу), 

z(a) = f.Gz,y,z), 

убо) = у» 

(л) = 2, х Є [a,b]. 
的 数值 解 计算 表格 如 表 8 — 10 所 示 . 


表 8 一 10 
Е zo zı = zo +h = | an =z +N. 
» у = уба) = | >s = yan) 
z а = z(a) Е | =s = z(a) 
1) 用 显 式 Euler 公式 求解 
"н = Ya +h fi Czas y. oz.) 
Euler 公式 yr = y, Silans ya z.) 


жы = z, +h f: (z. ya zn). 
式 中 ,n = 0,1,…,NN 一 1. 该 式 可 改写 成 
Ут = у, HAK, 
жн = z, HAL, 
К = filani y. Z,), 
L = рб, ys, z,). 
用 显 式 Euler 公式 求解 的 计算 表格 见 表 8 — 11. 


表 8 一 11 


2, К = рб, ys za) 


L = fx (z. Yarza) 


To 


i Co ryo zo) 
m = z +h | у =» +hK | а =z +h. | K = fiyn) 


L = fx (zo s yo s zo) 
| L= Gay m) 


хм = хм +һ|ум = ума БАК | зм = мл А. | 


2) 用 改进 的 Euler 公式 求解 


ya =» TCK, +K), 


za =z +È +L), п 01,1 
其 中 
|" = filan Ynt Zn)» 
L, = f(z Yn Za); 
K; = filan +h, yn +hKi,z, +hL,), 
B = falan + h,y, БАК 2, БЫЛ). 
改进 的 Euler 公式 求解 的 计算 表格 见 表 8 — 12. 
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请 读者 就 例 8 中 的 四 个 初 值 问题 ,分 别 用 Euler 方 法 及 改进 的 Euler 方 法 写 出 求解 公 
式 及 计算 表格 . 

在 例 8 的 第 四 个 初 值 问 题 中 , 若 给 定 a = 一 0.01,8 = 0.02, 取 初 值 y(0) = 20,z(0) = 20, 
= € [0,15], 用 改进 的 Euler 公式 求解 , 则 有 


ya = у, t kG +K), 


za == + (И +14) 


K, = у, —0.01y,z,, 

人 =—=, +0.02y,z,; 

K, = (y, 十 MK —0.01Су„ +hKi)(z, +hL,), 

P =— (z, +hL,) +0.02(y, HAK1)Cza +h). 
Wh = 0.1,п = 0,1,2,…,14, 计 算 结 果 如 图 8 一 4 所 示 . 


= > = L.G = 1,2) 
SA = Созо Ki +K) 

To у z 2 

A a an K: = filao +h, | La = (л +h | 
Е а о +hKi,zo Ал фо +AKiszo +h ` = EL +14) 
K Асу = сае = -LK + KO) 

= =+" = yw HAK” == +" ? 

мн на KET Ki = fi(n +h, | La = fi(n +h, 
mn +h у +АК, а+Ма 


RER 
АК аза + hi АК а +мл}- =g +L) 


mm =mn+h | уау АК" | z = n +hL.* 


тм = тма +h [ум = ума HAK" | zy = ама HAL 


3(z) 一 野兔 曲线 


动 
物 200 
数 
it 
100 
20 
时 间 
图 8 一 4 
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图 8 一 4 为 被 捕食 者 ( 野 免 ) 和 捕食 者 (狐狸 ) 两 个 种 群 的 数量 变化 规律 示意 图 . 初始 
时 刻 野 免 和 狐狸 数量 均 为 20, 当 狐 狸 数 量 增加 时 , 野 免 数量 开始 减少 ; 当 狐 狸 数量 达到 峰 
值 后 便 开始 递减 ,此 时 野 免 数 量 回 升 ; 野 免 数量 的 峰值 大 约 为 340, 当 达到 峰值 后 其 数量 
再 次 减少 ,而 狐狸 数量 的 峰值 大 约 为 160. 两 种 动物 的 数量 都 呈现 周期 性 变化 ,这 就 是 捕 
食 者 与 被 捕食 者 系统 的 振荡 现象 . 


8.7 ”高 阶 方程 初 值 问 题 的 数值 解法 


高 阶 方程 的 初 值 问题 如 下 : 
IP) = /(х,у,у 3770), 
l: = Yory (zo) = yo's yU (zo) = у”. 
令 
у(х) = у (а), 
x (z) = у(х), 0), 
y: (2) = y, (z), (у), 
ма G) = yG), G), 
у. (2) = у'(а) = f(z,yi Ya). 
由 此 形成 个 一 阶 方程 组 成 的 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 : 
y (z) = у(х), (fi = у), 
y (z) = узб), (f: = уз), 


у (z) = у, (2), (а = у), 
y. (z) = Рб, узо) = fa 
N) = yas i=l, n 
以 常用 的 二 阶 微分 方程 为 例 : 
设 = fGz.y,y), 
3(zo) = yos уб) =y", Є[а,б]. 
S убх) = y (z), ÉR 


x (z) = у(х), 
[го = f(z,yu,y:), 
NCT) 一 yo =», yaldo) = ym = yo, 
RA y = z, 形 成 
|у ==, 
\z’ = f(z,y,z), 
у(х) = yo z(zo) = уб) = y. 


其 数值 解 见 表 8 — 13. 
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2 To T = 

Yi > э x: 

zw) z а = 
wD | м» | OG 


#19 写 出 以 下 二 阶 微分 方程 的 求解 公式 . 
ss +2у = 0, 
00) =1, y0) =1. 
一 2y +3у,Ф у = z, 形 成 一 阶 微分 方程 组 
他 == y0) =1, 
z =—2y+z, (0) = 1. 
对 上 述 一 阶 方程 组 的 初 值 问题 ,分 别 应 用 Euler 公式 及 改进 的 Euler AR. 
Euler 公式 


зе = у, +АК, 
жы = z, HAL. 


其 中 
© 改进 的 Euler 公式 


к = Zs 
L =— 22у, +32, п = 0,1,--, № 


эн =» + (Ку +K), 


za == +È +14). 


К, ==, 
其 中 他 一 一 2y。 +3, 
K: = 2, +Ыл, 
L, =— 205, AK1) 十 3(z Ы). 
У 0.10 – у)у +у = 0, 
x0) =1, у 00) = 0. 
Ш у = 0.1(1 一 y)y -yey = =, 形 成 一 阶 微分 方程 组 
y =, 
Ë =0.1(1 у) у. 
>00) =1, (0) = 0. 
请 读者 对 这 一 初 值 问题 分 别 写 出 Euler 公式 及 改进 的 Euler 公式 . 
200) =—=/r, 
уч) =-y/r. 
200) =0.4, 00) =0, 
y0) =0, y0) = 2. 


(2) 
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ЖОР r а +y, 


E Qr = z,y = zu 形成 一 阶 微分 方程 组 


© 改进 的 Euler 公式 


其 中 


例 10( 火 箭 飞 行 模型 ) 


z(0) = 0.4; 
200) = 0; 
y0) = 0; 
u(0) = 2. 


=a + К + Ke), 


Жө 

bogh 
жы = z, +> +14), 
жн = э, + ЖМ, +M»), 


ua = и, + (б +). 
К, 一 zy 
L arpa: 


М, = и,, 


№ = фут 
G + у) 
K; = z, ЫЛ, 


жаке ДЕ И сг 
Гс. FAK) + (y, FAM) р?” 


М, =и„+ҺАМ\, 


L, = 


ye — у, ЊАМ! 
2 ` Clan FAK)? + (y, HAM J 


设 一 火箭 点 火 发 射 时 ,火箭 的 质量 为 1 360. 8kg} 


质量 为 1 088. 6 kg, 此 燃料 消耗 速率 为 18. 14 kg/s, 并 产生 311 148 N 的 推力 . 


其 中 燃料 的 
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С) 根据 Newton 第 二 定律 导出 火箭 飞行 位 移 sC) 的 微分 方程 . 
(2) 应 用 数值 方法 求解 . 
解 (1) 设 推 力 F = 311 148 N,t 时 刻 火箭 的 质量 W = 1 360. 8 一 18. 14t, 重 力 加速 
度 g = 9.807m/s* ,大 气 阻力 = kV? ,其 中 阻力 系数 上 = 0.011 9kg • s*/m. 
据 Newton 第 二 定律 
ma 一 下 一 mg — kV. 
将 m = W/g 代 人 上 式 得 


二 у 
оа Еһ ГАЛЕ МЫ 

45° _ вр _ _ 8k dSy: 

即 d = 1 Wa 


5 = v, 
|. = SF -&-#м, + є [0,15]. 
其 中 500) =0, V0) =0. 
将 时 间 区 间 [0,15] 分 成 N 等 份 ,请 读者 应 用 改进 的 Euler 方法 计算 位 移 5,5, 


MEETS ЭЕ ENER. 
8.8 ” 单 步 法 的 收敛 性 和 稳定 性 


8.8.1 引言 


设 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 
> = /(х,у), х € [a,b], 


(8 一 28) 
уба) = m. 
求解 式 (8 — 28) 单 步 方法 的 一 般 形 式 为 
[= = yn +ҺФ(т,, у,» п 


Уо = 1. 
其 中 ,@(z,,y,,h) WARMER. 若 用 单 步 方法 (8 — 29) 的 解 mw (п = 0,1,---, №) 近似 代 
替 式 (8 一 28) 的 解 yC) (n = 0,1,---, №), Bp 
убх.) ~ уп» 
则 必须 考虑 以 下 两 个 问题 . 
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1) 差分 方程 (8 — 29) 解 的 收敛 性 问题 

式 (8 一 29) 解 的 收敛 性 问题 是 指 在 不 考虑 初始 数据 yo = 7 的 误差 及 方法 的 舍 信 误差 
的 情况 下 ,研究 任意 固定 点 z, = a + nh, R8 — 29) 的 理论 解 y, 与 式 (8 — 28) 的 精确 解 
y(=,) MERRE CH h — Ой n — оо В). 

事实 上 ,对 于 任意 固定 的 点 z, = a + лй ‚т, 既 依 赖 于 h ,又 依赖 于 x. 由 于 z, 固定 , 当 
h — 0 BÍ, f n — оо. А — 0(n — оо) 时 ,y 是 否 趋 于 y(z,), 即 是 说 , 式 (8 一 
29) 解 的 收敛 问题 归结 为 判定 极限 

lim у = yG) > 
БА 

对 于 区 间 [a,6] 内 的 所 有 点 z, 是否 成 立 , 若 成 立 则 称 式 (8 — 29) 是 收敛 的 . 

直接 用 定义 检验 单 步 方法 的 收敛 性 很 困难 , 下面 我 们 进一步 介绍 判别 单 步 方法 收敛 
性 的 充分 条 件 . 

定理 8.1 设 

(1) 初 值 问题 (8 一 28) 所 对 应 的 单 步 方法 (8 一 29) 具有 p 阶 精 度 ; 

(2) MERKO, yh) EKR х Є [a,b] y € (— о, + ое), € [0,ho] 中 连续 , 且 
对 变量 y 满足 Lipschitz 条件 , 即 

| Ф‹х,у,А) -Pyh |< L | y—y |! 

在 上 述 区 域内 成 立 ; 

(3) 初 值 y 是 精确 的 , 即 yo = убт). 
单 步 方法 (8 一 29) Elro ,z,J 上 的 整体 截断 误差 为 

y(z,) — y, = OCh’). (8 一 30) 

《该 定理 证 明 从 略 ) 

2) 差分 方程 (8 一 29) 解 的 稳定 性 问题 

在 研究 收敛 性 问题 时 ,我 们 忽略 了 初始 数据 误差 及 计算 中 的 伟人 误差 的 影响 . 事实 上 
任何 一 种 数值 方法 都 不 能 回避 这 一 问题 . 

M h 固定 时, 我们 考虑 差分 方程 的 近似 解 y, 与 理论 解 y, 的 逼近 问题 , 即 | y, —y, | 的 
大 小 ,这 就 是 所 谓 方法 的 稳定 性 问题 . 


8.8.2 ВЖЕ 


定义 8.3 ”车 对 于 任意 固定 的 点 T, = а + пй ,3068 一 29) 的 理论 解 y, 与 式 (8 — 28) 
的 精确 解 >(z,) 之 间 有 下 式 成 立 : 


lim у = y(z,), 


267] 


则 称 单 步 方法 (8 — 29) 在 z, 处 收敛 . 
根据 定理 8. 1 的 结论 自然 会 导出 在 满足 定理 8. 1 的 条 件 下 单 步 方法 (8 — 29) 对 任意 
固定 点 z, = zo + nh 是 收敛 的 . 
事实 上 ,由 于 y(z,) — y, = 0(h?), 故 对 z, = zo +nh 有 下 式 成 立 : 
lim Гу) = ya] = 0, 


e 
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即 lim y, = y(z.). 
«у 

由 于 z, 的 任意 性 , 式 (8 — 29) 在 [a,5] 上 收敛 . 

例 11 iE Euler 公式 及 改进 的 Euler 公式 的 收敛 性 . 

解 Euer 公式 

Укы = y, +h f xs Yn). 

这 里 Dlan yn h) = flans ya). 据 定理 8. 1, 当 f(z,y) 满足 关于 y 的 Lipschitz 条 件 
时 ,Euler 公式 在 任意 固定 点 z, = zo + rh 处 收敛 . 

(2) 改进 的 Euler AR 


жн = ya HELSE) HACE Ауу, HAS CED]. 


这 里 Фш»,у,) = FLNE) + fz + hy А Cry) 
若 | fGs,y) — х,у) 1<01у у 1, 
则 | fz +h,y +h f(z,y)) — fla +h,y +h f(z,y)) | 


<Ll|y+hf(z,y) —y—h f(z,y) | 
= L| (у-у) +h[fCz,y) Рао) | 
«| у-у 1+1А | Убу) — 055) | 
<ly—yl+L'h | у-у. 

所 以 | @(z,y,h) —@(z,y+h) | 


«Шу Уі 1015-31] 
= 1115-5310 +1) 


= La +05). «8 —3D 
式 (8 — 31) 表明 增 量 函数 OC, yh) 关于 y 的 Lipschitz 常数 为 
Le = LQ +$. 


RLR, RE fC, y) WE Lipschitz ЖЕ, W ФОС, y, h) 仍 满足 Lipschitz 条 件 (只 是 
Lipschitz Ж ЖОЕ] Т). 因此 改进 的 Euler 公式 对 任意 固定 点 z = zo + mh 是 收敛 的 . 

对 于 其 他 的 单 步 公式 可 以 类 似 地 验证 其 收敛 性 . 由 于 最 后 只 涉及 到 对 УС, у) 要 求 
满足 y 的 Lipschitz 条 件 , 可 见 所 有 的 单 步 方法 其 收敛 性 的 条 件 是 容易 满足 的 . 


8.8.3 ” 单 步 方法 的 稳定 性 


在 许多 实用 的 数值 方法 中 ,计算 公式 都 是 递 推 的 ,通常 总 是 取 有 限 的 固定 步 长 进行 计 
算 , 初 值 уо 就 可 能 含有 误差 . 而 在 计算 过 程 中 又 会 发 生 合 人 误差 , 某 一 步 的 误差 传递 能 否 
受到 控制 是 与 步 长 的 大 小 有 关 的 . 如 果 在 计算 过 程 中 这 些 误差 不 是 逐步 扩大 , 则 称 此 方法 
具有 绝对 稳定 性 ,否则 称 此 方法 是 不 稳定 的 . 
收敛 性 和 稳定 性 是 两 个 不 同 的 概念 . 收敛 性 是 反映 数值 方法 本 身 的 截断 误差 对 计算 
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结果 的 影响 ,而 稳定 性 是 反映 计算 某 一 步 中 出 现 的 误差 (例如 舍 人 误差 ) 对 计算 结果 的 影 
响 . 绝对 稳定 性 是 和 步 长 密切 相关 的 ,对 某 一 步 长 是 稳定 的 数值 公式 ,对 另 一 步 长 可 能 就 
不 稳定 . 显然 ,只 有 了 既 收 敛 而 又 稳定 的 数值 公式 才能 在 实际 计算 中 得 到 应 用 . 
一 种 数值 方法 的 绝对 稳定 性 与 具体 的 方程 有 关 , 即 它 强烈 依赖 于 微分 方程 的 右 端 函 
Ж f(z,y). 为 了 讨论 方便 , 常 选用 试验 方程 
y = Ау, 
уб) = yo 
来 讨论 绝对 稳定 性 问题 . 为 了 保证 数值 方法 绝对 稳定 ,4 取 为 负 实 数 ,同时 对 参数 4 和 步 长 
h 都 要 加 以 一 定 的 限制 . ИКА AA 的 允许 范围 4,0), 即 当 4,h € (Xo,0) 误差 传递 不 扩 
大 时 为 相应 方法 的 绝对 稳定 区 . 显然 % 越 小 ,方法 越 稳定 ,h 的 选择 余地 也 就 越 大 . 
下 面 以 四 阶 R 一 K 公 式 为 例 来 讨论 绝对 稳定 区 . 对 于 方程 (8 一 32) ,由 四 阶 R 一 K 公 式 
的 古典 形式 可 以 推出 
ya = О Hah HEAR HARR HARO yi 


如 果 在 yo 上 有 一 个 扰动 fo, 且 假设 其 后 的 全 部 计算 都 是 精确 的 , 则 在 ya 处 引起 的 误 
差 为 


(8 一 32) 


РА диш p Lisp а lupe 
дм = а Hah + Тате HLA нод, 
я Torpin oa. 
ажа + а зю HEAO ao. 
因此 ,为 了 使 yen 处 的 扰动 Sr 不 超过 So ,应 满足 
ы ss 1 зз Дре 
ya = 1 +A hatn Hia да 


<1 (8—33) 
ТЕ Ah 平面 上 ,由 不 等 式 (8 — 33) 所 确定 的 区 域 就 是 四 阶 К — K 的 绝对 稳定 区 域 . 其 中 
| tan +M + + АЧ 


为 绝对 稳定 区 的 边界 . 如 果 绝对 稳定 区 的 边界 为 无 限 , 则 称 相应 的 数值 方法 是 无 条 件 稳定 的 . 
表 8 — 14 列 出 了 一 些 方法 的 绝对 稳定 区 间 ， 一 ”表示 无 绝对 稳定 区 间 . 


表 8 一 14 

方法 方法 的 阶 稳定 区 间 

Euler 法 1 (一 2,0) 

隐 式 Euler 法 1 ‹— =,0) 

Euler 中 点 法 2 一 

梯形 法 2 (= ,0) 

梯形 公式 预报 一 校正 法 2 (—2,0) 
二 阶 R 一 K 法 2 (—2,0) 
三 阶 R 一 K 法 3 (一 2.51,0) 
四 阶 R 一 K 法 4 (一 2.78,0) 
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习题 8 


* 1. 已 知 初 值 问题 
are E 
f -Tz 2, 0<т<1, 
y(0) = 0. 


试用 Euler 法 , 取 不 同步 长 0. 1 和 0. 2, 分 别 计算 到 yO) ,并 与 准确 解 >(z) = —E 2 相 比 


较 . 近似 值 和 准确 值 都 取 四 位 有 效 数字 . 
* 2. 用 改进 的 Euler 公式 和 四 阶 经 典 R 一 K 法 , 取 步 长 h = 0. 1, 计 算 下 列 初 值 问题 的 
近似 解 ,并 与 精确 值 比 较 , 且 二 者 均 保留 四 位 小 数 . 
|, =т+у, 0<хт<1, 
y(0) = 1. 
此 问题 的 精确 解 为 Y(z) = 一 + 一 1 +e. 
3. 用 梯形 法 解 初 值 问题 
Е +у=0, 
s0) = 1. 
并 证 明 其 近似 解 为 
= 2 hy, 
x= GFR 
НА 0 时 , 它 收 敛 于 原初 值 问题 的 准确 解 y = е^. 
4. 利 用 Euler 方 法 计算 积分 


ed 
在 点 xz = 0.5,1,1.5,2 处 的 近似 值 . 
5. 证 明 对 任意 参数 :, 下 列 R 一 K 公式 是 二 阶 的 : 
ya =» +Ë +h), 
ki = fanya)» 
ka = flan +th, yn + hk), 
ks = flan +Q —Dh,y, + Q ОА). 
б. 确定 下 列 差分 公式 的 阶 及 截断 误差 的 首 项 : 


Ун = Ayn — Зу, — 2h f (Tes Ymi). 
Ж тк 号 的 题目 在 本 书 附录 H 作 了 详解 . 
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“第 9 章 ”多 元 回归 分 析 与 趋势 面 分析 简介 


9.1 ”多 元 线性 回归 分 析 


9.1.1 引言 


客观 世界 中 普遍 存在 着 变量 之 间 的 关系 . 当 其 变量 之 间 存 在 确定 性 关系 , 即 数值 对 应 关 
系 (或 称 函数 关系 ) 时 ,可 用 第 6 章 中 讨论 的 插值 方法 和 曲线 拟 合 的 方法 处 理 实测 数据 . 但 是 
在 科学 或 工程 实践 中 ,变量 之 间 的 关系 大 多 是 属于 非 确定 性 的 . 例如 ,人 的 身高 和 体重 之 间 
的 关系 ,人 的 血压 和 年 龄 之 间 的 关系 ,禾苗 的 生长 量 与 施肥 量 的 关系 ,等 等 . 这 些 关系 不 能 用 
传统 的 函数 关系 来 表示 ,只 能 研究 它们 “统计 意义 ”上 的 关系 , 即 研究 随机 现象 中 数据 之 间 的 
内 在 规律 性 . 常用 的 统计 方法 有 多 元 回归 分 析 、 趋 势 面 分 析 、 判 别 分 析 、 育 类 分 析 和 降 维 技术 
等 . 本 节 将 简要 地 介绍 多 元 线性 回归 分 析 和 趋势 面 分 析 , 所 涉及 到 的 一 些 统计 量 的 计算 公 
式 , 只 介绍 它们 的 作用 ,而 这 些 公式 的 概率 统计 原理 ,请 读者 参阅 参考 书目 [6],[7]. 


9.1.2 ”多 元 线性 回归 的 数学 模型 


回归 分 析 方法 是 在 大 量 试验 观测 数据 的 基础 上 , 找 出 变量 之 问 的 内 部 规律 性 ,从 而 定 
量 地 建立 一 个 随机 变量 和 另外 多 个 随机 变量 之 间 的 内 部 关系 (规律 性 ), 即 是 建立 它们 之 
间 统 计 关系 的 数学 表达 式 . 简单 地 说 就 是 “研究 一 个 变量 和 其 他 变量 之 间 的 统计 关系 ”", 这 
种 统计 关系 常用 回归 方程 表示 . 

回归 分 析 中 被 回归 的 变量 y 称 为 因 变 量 , 影 响 > 变 化 的 其 他 变量 二 ‚лу, s En 称 为 自 变 
Ht. 如 果 自 变量 只 有 一 个 , 称 为 一 元 回归 ; 如 果 自 变量 有 两 个 及 以 上 , 称 为 多 元 回归 . ШЖ y 
与 z1 ,Ts，,…,zn 之 间 的 关系 是 线性 关系 , 则 称 为 线性 回归 ;否则 称 为 非 线性 回归 . 

设 随机 变量 y 与 m 个 自 变量 存在 线性 关系 

у = В +Вх1 +82: + Вх, +e. 9—1) 

RO — 1) 称 为 回归 方程 ,其 中 Bopita 称 为 回归 系数 ;e 为 随机 变量 , 亦 称 为 随机 误 
差 , 它 可 理解 为 y 无 法 用 zx! ,x，，… ,zx 表示 的 其 他 各 种 随机 因素 所 造成 的 误差 . 据 概率 统 
计 原 理 ,随机 变量 e,y 均 服 从 正 态 分 布 , 即 e ~ N(C0,o),y ~ NCECy),o2). 

下 面 对 变 量 zi, zz, y 测 取 n 组 样本 数据 ,如 表 9 一 1 所 示 . 


#9—1 
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将 表 9 一 1 数据 代入 式 (9 一 1) ,于 是 有 

у = fo thBirn +Ë zu + Ва 十 el， 

» к; 十 Biza Вох 十 … 十 Buzzm 十 ez， 0—2) 
>» =p +Biza 十 are 十 … + Вл 十 En 

其 中 ,Bo,B1,…1Ba 为 m 十 1 个 待定 参数 ;e1,e2，,…,en 为 x 个 相互 独立 且 服从 同一 正 态 分 

Ж NCOs) 的 随机 变量 . 式 (9 — 2) 称 为 m 元 线性 回归 数学 模型 ,其 亦 可 写成 矩阵 形式 . 

设 


l zn 20 Zim 
1 za In с" Im 
хе |. eq 


1 za za | хн 
В = (ВВ, Bn)» E= (зеге, Y = yy I)" 
WRO — 2) 可 表示 为 
у = ХВ +e. 09 – 3) 
RO — 3) 称 为 多 元 线性 回归 模型 的 矩阵 形式 . 


9.1.3 ”回归 模型 中 的 参数 估计 


设 如 ,各 ,bn 分 别 是 式 (9 一 2) 中 待定 参数 po Pi Bn 的 最 小 二 乘 估计 值 ,于 是 有 
3 =b +bz 十 加 Ta + +b,z,. 9—4) 
对 于 每 一 个 样本 数据 (za Tar Ln) i = 1,2,…,n 对 应 一 个 回归 值 3,, 即 是 
Ii = b Hoza Horta + Бн i=1,2,n. 
为 了 估计 ЫЧ = 0,1,…,m), 现 令 


bo Tbiza Жыла H ЖЫ = yo {= 1,25. (9 一 5) 
RO 一 5) 即 是 超 定 方程 组 (n > m) , 它 的 矩阵 形式 为 
Xb = y. 9—6) 
其 中 b = (bosbi stt sbn)". 
而 超 定 方程 组 (9 — 5) 或 (9 — 6) 的 最 小 二 乘 解 可 通过 求解 对 应 的 法 方程 组 
ХТХЬ = X'y (9 一 7) 
得 到 . 式 (9 一 7) 中 
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> ха > zh > хаха е У халы 
ыа > ха > хаха > аё + > лал | 


Уа > жыйа > zara |= Pah 
> 2 


Ху 一 (> »È zay 5) ayir 
例如 , 当 m = 2 BJ , WJ 
9 =b +bzi 十 加 rz， 
n Ў ха > та 
= = 


XIX= > ља DA >) хала |, 
а 名 
У) за У) хала > = 
= 


= 


= = 1 
ЖЕ XTX 及 右 端 向 量 XTy 的 元 素 可 列表 进行 计算 ( 见 表 9 — 2). 解 三 元 一 次 方程 
ХТХЬ = X” y 可 得 回归 参数 的 估计 值 56 ,6 ,bs. 


9-2 

ха ха хаха | zh ЕД Жау; Tayi 

=n ЕА хил. | zh zh ЕД Tuy ху 

=n == жили | ай zb Ë x: хаз | Tay 

ха =a халы | x 22 > жау, Zn yn 
> za Dare | zaza | Då >= Dy | Dravi | D rayi 
її = =i і ri ft = £t 

щт = 3 时 , 则 


9 = b + bizi +в + byzs 
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n Уа Уа Уға 
各 & 


Уа У Узала Узала 

хх | = = = } 
Узе Breza Уза Drara 
т = = 


Ўа Узал X zaza Ў 
Ху = (Ја Dras Dzar) 


XTX 有 XT 中 各 元 素 的 计算 见 表 9 — -3. 解 四 元 一 次 方程 组 Xz Xb = X" y 可 得 回归 参 
数 的 估计 值 bo sbi ,bz vbs. 


хил 


Inan 


Zn zn 


下 面 介绍 估计 参数 bb, b, 的 另 一 种 计算 方案 


Ti 2ш = 
+ în n e T, 
令 Х= |, Ж кей 


其 中 


Аш} >” 


—у) = 1,2, 
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于 是 可 以 构建 相应 的 超 定 方程 组 
Ж = y. (9 一 8) 
其 中 6b = Chi sbrstsbn) T. 
与 (9 — 8) 对 应 的 法 方程 组 为 
KÝ = X' y. 09-9) 
记 C = ХХ,а = Ху, ШО = d, 其 中 系数 矩阵 C 及 右 端 向 量 d 的 元 素 计算 公式 如 下 : 
Cr = > (ху ~Z) 一 五 )， ij = 1,2, ms 


1 


а, = У) Gs -Za 5), ј =1,2,--,m. 


= 

由 法 方程 组 (9 — 9) 解 得 

b = Cbi sbs sbn)". 
又 由 回归 方程 (9 一 4) 可 推 得 
э = bo +h +6, 十 … + bm ms 
УН bo, E bo = $ (Ы + bx: +++ 6,2). 
于 是 得 回归 方程 参数 的 全 部 估计 值 
加 op 

显然 ,法 方程 组 (9 一 9) 比 法 方程 组 (9 一 7) 降 了 一 阶 ,这 将 对 以 后 在 检验 回归 变量 的 
显著 性 以 及 估计 回归 值 的 预测 区 间 时 ,计算 C 的 逆 阵 起 到 很 大 的 作用 . 

例 1 某 养 猪 场 估算 猪 的 毛重 , 测 得 14 头 猪 的 体 长 x 和 胸围 z, 与 体重 у 的 数据 如 
表 9 一 4 所 示 . 求 : 

(1) 建立 y 55 zi za 的 线性 回归 方程 ; 

(2) 现 有 某 头 猪 体 长 为 95cm, 胸 围 为 80cm, 试 测 其 体重 (kg). 


表 9 一 4 
序号 体 长 = Cn) 胸围 z; (cm) 体重 y(kg) 
1 | 41 49 28 
2 45 58 39 
3 51 62 41 
4 52 71 44 
5 59 62 43 
6 62 74 50 
7 69 71 51 
8 72 74 57 
9 78 79 63 
10 80 84 66 
11 90 85 70 
12 92 94 76 
13 98 91 80 
4 103 95 84 
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Н ” 设 随机 变量 y 与 x1、z 存在 线性 关系 , 即 


y = В +В +82: +e, 
则 参数 估计 式 为 9 =b +bz +bz. 


将 表 9 — 4 中 14 组 样本 数据 代入 上 式 ,得 参数 估计 值 满足 的 超 定 方程 组 
у =b Была 十 如 zz， i=1,2,.,14, 


其 矩阵 形式 为 
Xb = y. 
1 zr zz 41 49 
其 中 х=|! = =|Ш]1 S j, 
1 хил Zuz 1 103 95 


b = (bi sbrs sbn)", у = (28,39,---,84)7. 
求 超 定 方程 组 Xb = 的 最 小 二 乘 解 ,对 应 的 法 方程 组 为 


ХТХЬ = ХТу. 
据 表 9 一 2, 列 表 9 — 5 计算 法 方程 组 的 系数 矩阵 X' X RARE XT y 的 元 素 . 
表 9 一 5 
i | = | = | ma | # [| #2 | x zy | ху 
1 41 49 41х49 41: 49 28 41х28 49 х 28 
45 х 58 45° 58° 39 45 х 39 58 х 39 
103 х 95 103° 103 х 84 95 х 84 
77829 75542 60520 


由 此 可 得 XX= 


992 75542 77829 
1182 77829 81151 
ХТу = (792,60520,62380)1. 
解法 方程 组 X Xb = ХТу 得 参数 向 量 的 估计 值 
b = (bi,ba ,bm)T 一 (一 16.01,0.522,0.475)7， 
于 是 所 求 回归 方程 为 


14 92 1182 | 
, 


$ =— 16.01 +0. 52221 +0. 47523. (9 一 10) 
回归 值 % 与 实测 值 y; 以 及 回归 值 9; 与 均值 了 的 比较 如 表 9 一 6 所 示 . 
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» ЕД у 9: РД ЕДЕД A-I 
28 28.6660 — 0. 6660 56. 7230 0. 2770 0. 1516 
39 35.0290 3. 9710 62. 2300 0. 7700 5. 6585 
41 40.0610 0.9390 65. 6490 0. 3510 9.0776 
44 44.8580 — 0. 8580 71.3440 — 1.3440 14. 7726 
43 44.2370 — 1.2370 76.6630 — 0. 6630 20.0916 
50 51.5030 —1. 5030 78.3700 1.6300 21. 7986 
51 53.7320 — 2.7320 82.8800 1.1200 26. 3086 


图 9 一 1 


预测 : 现 有 某 头 猪 体 长 为 95cm, 胸 围 为 80cm, 即 х, = 95,2: = 80, 据 式 (9 一 10) 计算 
得 ?9 = 71.58(kg). 
本 例 是 一 个 二 元 线性 回归 问题 ,一 元 线性 回归 (一 个 自 变量 ) 及 多 元 线性 回归 ( 自 变 
Ht > 2) 可 用 同样 的 方法 求 得 . 在 讨论 回归 分 析 时 ,我 们 只 是 论 及 其 方法 ,回归 效果 的 分 析 


留待 后 面 作 进一步 讨论 . 


例 2 据 经 验 , 某 反 应 器 的 产量 y 与 原料 中 两 种 成 分 的 含量 zx .zs 有 线性 关系 . 现 使 
用 两 种 不 同 的 催化 剂 D: ,D;, 各 做 6 次 试验 ,取得 表 9 一 7 所 列 数 据 . 试 建立 y 与 zi\z 的 


线性 回归 方程 . 
表 9 一 7 
D. 
试验 号 Š D: 
тү T y Tı 22 У 
1 130 200 7.5 136 215 6.2 
2 136 220 4.2 1 137 250 7.0 


试验 号 D. D: 
Tı 22 y = 22 z 
3 140 215 1.5 136 180 5.5 
4 138 265 3.7 138 240 5.6 
5 134 235 5.3 139 220 4.6 
6 142 260 1.2 141 260 3.9 
均值 |z, = 136.7], = 232.5] y = 3.9 [m = 137.8|т, =227.5| y =5.5 


解 ”本 题 采用 另 一 种 方案 估计 回归 方程 中 的 参数 . 
(1) 就 试验 D, 的 样本 数据 形成 


一 6.7 一 32.5 
一 0.7 一 12.5 
~ | 3.3 一 17.5 
= |з as | 77603, 22.4, -0.2,1.4, -20 
-2.7 2.5 
53 27.5 
设 估计 参数 向 基 为 
b = (bosb sb)", 
并 令 b = Chib)". 
建立 超 定 方程 组 Ў =y, 
则 对 应 的 法 方程 组 为 Ў = 条》 
其 中 
ЎЎ = Кн )， Xry = (一 50.6, 一 15.6)T， 
其 解 为 b = (一 0. 6655,0. 0456)T. 
再 由 э =b 十 入 五 +b, 
即 3.9 = b — 0. 6655 X 136. 7 +0. 0456 X 232.5, 
得 名 = 84. 27. 
?关于 zi、\zz 的 线性 回归 方程 为 
9 = 84.27 一 0. 6655x: +0. 0456л>. 9-1) 
(2) 就 试验 D, 的 样本 数据 形成 
—1.8 -12.5 
一 0.8 22.5 
x= |708 7475 |, 2 (0,7,1.5,0.0,0.1, —0.9, — 1.6. 
0.2 12.5 
12 —7.5 
3.2 32.5 
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超 定 方程 组 ХБ = у 对 应 的 法 方程 组 为 


XX = у, 
其 中 
ww [18.84 187.5 Ç 
Xx = ° = C—8.64, 一 19)7， 
has 4187.5 ). =c } 
其 解 为 bı =—0.4158, 一 一 0. 0043. 


H 5 = 名 + bizi 十 brzz 得 
5.5 = bo —0. 4158 X 137. 8 — 0. 0043 х 227.5, 
从 而 得 如 = 63. 78. 
y 关于 zi .zs 的 线性 回归 方程 为 
$ = 63.78 —0. 415821 — 0.0043z; 


9.1.4 ”线性 回归 的 效果 检验 


下 面 我 们 首先 引入 检验 线性 回归 效果 的 几 个 统计 量 . 
9.1.4.1 总 离 差 平 方 和 Ss 


回 


= > (у — y, 
其 中 ,一 LD y WEER, 的 实测 值 y G; = 1,2,… va) 的 均值 下 证 ， 
Sa = > Q, — 92 +> 9: — 5, 


IEH О = 1,2,--,.n) 为 回归 变量 的 计算 值 . 
事实 上 ， 


Se = > [O — 9) + (9; —5)3 


= Ў) G, — 9: +23) зо —3) + Ў о — y. 
各 各 21 


可 以 证 明 (y 500, — y) = 0( 证 明 从 略 ), 故 有 
台 


Se = > GO 一 3 +5 Oi — 3. 
а 
9.1.4.2 HAF EIERE 


(9 一 12) 


在 总 离 差 平方 和 Ss 中 , 称 第 一 项 平方 和 入 ©» 一 了;)? 为 剩余 平方 和 , 记 为 Su ; 称 第 


二 项 平方 和 》 (9, — y: 为 回归 平方 和 , 记 为 Sa ,于 是 
ORA 


(9 一 13) 


Sa 是 由 试验 误差 以 及 其 他 因素 引起 的 , 它 的 大 小 反映 试验 误差 及 其 他 因素 对 试验 结 
果 的 影响 程度 ,其 自由 度 为 n 一 m 一 1;Sea 反映 了 自 变量 zi ,x +, z, 的 变化 所 引起 的 对 
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> 的 波动 ,其 自由 度 为 m. 
由 式 (9 一 13) 看 出 , 当 Ss 确定 时 ,Sa 越 小 ,Sa 就 越 大 , 即 Sm 越 接近 Sg. 因此 可 用 


是 否 趋 于 1 来 判断 回归 方程 的 回归 效果 的 好 坏 . 
9.1.43 复 相关 系数 


Sa 
So 


由 式 (9 一 13) 得 1 = Эн + Sa , 即 
Sur Ss 
Sa _1 Su 
Sg Sy’ 


我 们 定义 R=,/1 - a 为 复 相关 系数 ,显然 0 < R < 1, B R ë+ 1 回归 效果 愈 好 . 


然而 在 实际 工程 计算 中 , 当 实验 样本 点 数 较 少时 ,计算 出 的 R 值 一 般 都 接近 于 1, 即 
是 说 用 R 一 1 来 检验 回归 效果 时 应 注意 变量 个 数 与 样本 个 数 的 适当 比例 . 一 般 认为 ,样本 
个 数 n 至 少 应 是 变量 个 数 m 的 5 — 10 48. 影响 回归 效果 不 显著 还 有 多 方面 的 原因 , EER 
现在 下 面 几 个 方面 : 

(1)y F Tirts Em 之 间 的 关系 不 是 线性 的 ,而 存在 非 线性 关系 ,甚至 y 与 ziyzz， 
от, 根本 不 存在 什么 关系 ; 

(2) 影响 > 取 值 的 ,除了 zi олоо 以 及 随机 误差 e 外 ,还 有 其 他 不 可 忽略 的 因素 ; 

(3) 样本 的 影响 ,比如 样本 数 取得 太 少 ,或 者 样本 有 变异 等 等 . 

鉴于 上 述 种 种 原因 ,我 们 还 需 对 回归 模型 作 进一步 的 分 析 . 


9.1.5 ”线性 回归 模型 的 显著 性 检验 


在 解决 实际 问题 时 ,往往 事先 不 能 判断 y 与 x;(i = 1,2,…,m) 之 间 是 否 确 有 线性 关 
系 . 因此 在 建 模 时 ,一 般 是 先 假定 实际 问题 可 能 具有 线性 性 ,由 此 建立 起 线性 回归 模型 ; 然 
后 判断 这 种 假设 是 否 成 立 . 这 就 需要 作假 设 检验 . 

我 们 可 以 这 样 考虑 ,如 果 线 性 回归 模型 能 代表 实际 问题 , 即 该 模型 是 显著 的 ,我 们 可 
以 认为 该 模型 中 的 参数 Bo ,8 ,…,B 不 全 为 零 ;否则 认为 pohiri ,Ba 全 为 零 . 于 是 按 统 
计 检 验 原则 提出 两 种 假设 : 

«Н, Вол. = 0з 

(2) Hi :8; 不 全 为 零 (i = 0,1,-- m). 

为 此 应 用 统计 基 


Е =——¿— ~F(mn—m—l) 
G= m= 
РЕНО а, Ж РАЧЕН ЯНА Е, Отт —m—1) ,并 由 下 检验 作 如 下 判断 : 
ЖЕРЕ, „ПЕЕ ЮКЕ а FIE H. ATA ARERR ЫН їр Жї АХ Ж. AIE 
该 模型 能 代表 实际 问题 ,可 用 于 工程 实践 
车 下 <F., 则 表明 在 检验 水 平 a 下 接受 左 。, 即 认为 该 线性 回归 模型 不 显著 ,不 能 代表 
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实际 问题 . 
在 例 1 中 , 据 表 9 一 4 计算 得 


“ 
Sw = >) (у, —$⁄22 = 36.0334, 
= 


ин 
Sa = У) G, – 9)? = 3742. 1396, 
я 


R= j 59 = 0.9810, 
Ss 


3742. 1396/2 
36.0334/11 


查 下 分 布 表 , 置 a = 0.01 (8 F.(2,11) = 7.21. 
根据 上 述 统计 量 ,R = 0. 9810 很 接近 于 1, 故 回归 方程 (9 一 10) 的 回归 效果 很 好 . 又 由 
F > F, 知 ,线性 回归 方程 (9 一 10) 在 检验 水 平 a = 0.01 下 具 显 著 意 义 . 
在 例 2 中 ,对 试验 D, 进行 计算 : 
$ = 6.875, $, = 3.794, $, = 0.904, 
J = 4.515, $; = 5.809, $ = 1. 625, 


Е = = 571. 1858. 


в 
Sa = У) Gy, 一 9%): = 2.0146, 
= 
т 
Sa = У) G, — 7)? = 27.6953, 
= 
R= |158 = 0.9655, 


Sa 


— 27. 6953/2 
2. 0146/3 


Ж ЕЛИ Ж, а = 0.05 48 Е,(2,3) = 9.55. 

根据 上 述 统计 基 ,R = 0. 9655 很 接近 于 1, 故 回归 方程 (9 — 11) 的 回归 效果 很 好 . 又 
Hh F >F, 知 ,线性 回归 方程 (9 — 11) 在 检验 水 平 a = 0.05 下 具 显 著 意 义 . 

建议 读者 对 线性 回归 方程 (9 一 12) 的 显著 性 作 统计 检验 . 


9.1.6 ”线性 回归 模型 中 变量 显著 性 检验 


在 多 元 线性 回归 模型 中 ,我 们 并 不 满足 于 线性 回归 模型 具 显著 性 这 一 结论 . 因为 回归 
方程 显著 并 不 意味 着 每 个 自 变量 ri z. z. 对 因 变 量 y 的 影响 都 重要 . 换言之 ,模型 中 
的 m 个 变量 有 的 重要 ,有 的 并 不 重要 . 因此 在 模型 中 需 保留 重要 变量 , 剔除 不 重要 的 变 
量 , 也 就 是 精 减 线性 回归 模型 . 

我 们 可 以 这 样 理解 ,如 果 某 个 变量 z, 对 y 的 作用 不 显著 , 则 认为 它 的 系数 p, 应 取 零 
值 ,因此 检验 自 变 量 > 是 否 重要 (显著 ) ,等 价 于 检验 假设 : 

Ho:B: = 0; 

Hi:B: # 0G = 1,2,---,m). 

为 此 引入 统计 量 


一 20. 6209. 
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w —— ~ Е(1,п -т – 1). 

(п-т – 1) 
其 中 6 为 自 变量 zx; 的 系数 (参数 估计 值 ). cz HAEC = (cs) ,i,j = 1,2,…,m ВЕЕ 
的 主 对 角 线 上 的 第 i 个 元 素 . 而 


©% = У) (zu 一 五 )(Czu 一 五 )， ij = 1,2,--,m, 
= 
其 中 + =). ж - 15У) а. 
пул піл 


对 于 给 定 的 检验 水 平 a, 查 下 分 布 表 可 得 临界 值 F.(1,m 一 m — 1). 

ЖЕ, 宇 F,(1,n 一 m 一 1), 则 表明 在 检验 水 平 a 下 拒绝 假设 日 ,, 认 为 x; 对 y 是 显著 的 ， 
应 留 在 线性 回归 模型 中 ; 

车 Fi <F,Q,n —m 一 1), 则 表明 在 检验 水 平 a 下 接受 假设 Ho, 认 为 zx; 对 y 是 不 显著 
的 ,可 以 从 线性 回归 模型 中 剔除 . 

一 般 来 说 ,一 次 下 检验 只 能 别 除 一 个 自 变 量 , 且 这 个 自 变量 是 所 有 不 显著 自 变 量 中 下 
值 的 最 小 者 ,在 别 除 一 个 变量 后 再 重新 建立 线性 回归 模型 并 继续 进行 检验 ,直至 建立 的 线 
性 回归 模型 以 及 所 涉及 的 各 个 自 变量 均 呈 显 著 性 为 止 . 


9.1.7 ”线性 回归 模型 预测 精度 估计 


回归 分 析 的 一 个 重要 目的 就 是 要 利用 回归 方程 进行 预测 . 下 面 分 别 就 一 元 线性 回归 
和 多 元 线性 回归 两 种 情形 进行 讨论 . 

9.1.7.1 ”一 元 线性 回归 

对 于 一 元 线性 回归 方程 

9 =b +bz. 
所 谓 预测 就 是 给 定 z 的 一 个 特定 值 ze 后 ,利用 上 述 一 元 线性 方程 对 9 的 相应 值 ?。 进行 估 
计 . 其 方法 通常 有 两 种 , 即 点 预测 和 区 间 预 测 . 

当 回归 方程 有 意义 时 ,用 z = z, 处 的 回归 值 %» 来 作为 y 的 估计 值 ,这 种 方法 即 为 点 
预测 . 区 间 预 测 是 当 x = ло 时 ,要 构造 两 个 样本 函数 0 与 5, 使 得 P(0 < у» <@ = 1 —a. 
此 时 称 (2,5) 为 yo 的 预测 区 间 , 其 置信 度 为 1 一 a. 

а т=———%<#—. 


5 15 
нан EL, E a ет, 
其 中 5 [aD т 2) zo Si | G: 2). 


可 以 证 明 工 一 上 nm — 2). 
给 定 水 平 ,有 Р Т|<А) =1 一 a， 


B PIT >A) = 多 , 查 : 分 布 表 可 求 出 2. 
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нта ІТ | =—— xL — <A 2018 yo 的 置信 度 为 1 一 a 的 预测 区 


s +4 + ба? 
п S; 


(> ЕС J +1 ах syo +2S° +2 s ). 
由 于 zo 的 任意 性 ,于 是 yo 的 预测 区 间 的 左边 界 与 右边 
界 可 视 为 zo 的 函数 ,分 别 为 图 9 一 2 中 所 示 的 下 曲线 与 
上 曲线 : 由 图 9 一 2 可 知 , 当 zo 取 值 愈 人 靠近 三 时 ,预测 区 
间 愈 窗 , 从 而 用 。 近似 yo 时 的 预测 精度 愈 高 ;远离 工时 ， 
预测 精度 就 愈 低 . 
例 3 ”在 硝酸 钠 (NaNO;) 的 溶解 度 试验 中 , 测 得 在 
不 同 温度 z('C) 下 溶解 于 100 份 水 中 的 硝酸 钠 份 数 y 的 
数据 ( 见 表 9 — 6). 


间 为 


表 9 一 6 


设 现 已 求 得 z уу 的 一 元 线性 回归 方程 为 
9 = bx +biz = 67. 5077 + 0.8706>, 
试 在 检验 水 平 a = 0.05 下 ,检验 所 建立 的 回归 方程 是 否 显著 ,并 求 置信 度 为 95% 的 y 的 
预测 区 间 以 及 z = 25 时 у 的 预测 区 间 . 
М ”本 例 中 m = 1,n = 9, 据 表 9 一 6 计算 得 


ñ 
Sw = У) (y, — $i)? = 6.5853, 
= 


5 
Sa = > G, — 5)? = 3077. 3969, 
= 


Se = 3083. 9822, 


к = [1-29 =o.9989. 
° 


Sa /т — 3077. 3967/1 
Sm (п-т – 1) 6. 5853/7 


Жа = 0.05, 查 下 分 布 表 得 F.(1,7) = 5. 59. 

据 上 述 统 计量 ,R = 0. 9989 很 接近 于 1, 故 回归 方程 的 回归 效果 很 好 . X H F > Е,, 
知 回归 方程 在 检验 水 平 a = 0.05 下 具 显著 意义 . 

下 面 求 预测 区 间 : 


s= /es = „67585177 = 0.9699, 


F= = 3271.1916. 


213 


-È (z, — 7)? = 4060. 
H PIT >à) = 205 = 0.025, 查 : (n—2) = t(7) 分 布 得 = 2. 3646, 故 置信 度 为 95%% 
Ма НАИ, 


(67. 5077 + 0. 8706x 一 2 2984, /10 + ETZE ,67.5077 +0. 806: + 2 2934, X + +G 


Ñ z = 25 时 ,y = 89. 2727 的 置信 度 为 95% 的 预测 区 间 为 
(86. 8550,91. 6904). 


9.1.7.2 多 元 线性 回归 
对 于 多 元 线性 回归 方程 
Ji = b Tbzi 十 bra 十 … 十 pormy 
所 谓 预 测 就 是 给 定向 量 x = (zi ,zs，…，,za)T 时 ,用 回归 值 来 作为 > 的 估计 值 ,这 个 估计 值 
称 为 预测 值 . 
9 


记 T= 
5° /1 ++ +(х-ЮТС!(х-® 


зз ү Sa _ 
其 中 S nT’ 


-= 


x= (Firs En)", 


一 (cy) ,ij = 1,2,---,m 
= J) (rs 一 五 )(zw 一 五 ). 
= 


可 以 证 明 工 ~ t (n-m — 1). 
给 定 水 平 ,得 置信 度 为 1 一 a 的 у 的 预测 区 间 为 


ast з +1 + - ЮТС" (х 0 59425" V1 + taD). 


其 中 4 由 P(T > 2) =; # t (n — т 一 1) 分 布 表 得 到 . 


@4 平 炉 炼 钢 过 程 中 ,由 于 矿石 及 炉 气 的 氧化 作用 ,铁水 的 总 含量 在 不 断 降低 ,一 
炉 钢 的 冶炼 初期 (熔化 期 ) 中 总 的 去 碳 量 y 与 所 加 的 两 种 矿石 (天 然 矿石 与 烧结 矿石 ) 的 
ЛЖ ri .zs 及 熔化 时 间 zs 有 关 . 经 实测 , 某 号 炉 的 相应 数据 如 表 9 一 7 所 示 . 

(1) Ж у 关于 zi „хол 的 线性 回归 方程 ; 

(2) 检验 线性 回归 效果 是 否 显著 (a = 0.01); 

(3) 检验 各 变量 zi z; ‚т, 的 作用 是 否 显著 (a = 0.01); 

(4) Ж y 的 置信 度 为 99% 的 预测 区 间 . 
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表 9 一 7 


试验 y л | = 23 试验 y x = 2 
序号 | ош сно | Qm) | (5 分 钟 ) | | op | am | am | (5 分 钟 ) 

| 1 | 4.3302 39 
2 | 3.6485 51 
3 | 4.4830 41 
4 | 5.5468 47 
5 | 5.4970 37 
6 | 3.1125 6l 
т | 5.1182 49 
в | 3.8759 45 
э | 4.6700 42 
10 | 4.9536 48 
її | 5.0060 48 
12 | 5.2701 36 
13 | 5.3772 36 
5.4849 51 
4.5960 54 
5. 6645 100 
6.0795" 44 
3.2194 63 
5. 8076 55 
4.7306 50 
4.6805 45 
3.1272 40 
2.6104 64 
3.7174 72 

25 [3.8946 


Ж (1) EHP n = 49,т = 3. 
Ж > 关于 rt ,zz zi 存在 线性 关系 
у = В + Вз + ала + By +e, 
将 表 9 一 7 中 的 49 组 数据 代入 上 式 , 得 参数 估计 值 满足 的 超 定 方程 组 
9 = br +biza Бле хаз 


其 矩阵 形式 为 


其 中 x= 


Xb = y. 
хи 2з 
In ха 


Гера" 


29:2 Төз 


b = (ba sbi ,baba)T 


i=1,2,-.,49, 


2 18 50 
? 9 40 
4 15 72 
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у = (4. 3302,3. 6485,…,6. 0771)7. 
求 超 定 方程 组 Xb = y 的 最 小 二 乘 解 ,对 应 的 法 方程 为 


XXb = X' y. 
п Уға Dre Drs 
其 中 Bra D У)зала D зала 


Ё Dara Улала D Draza ; 
Dars Draza Drasta Dh 
X'y = (279: 2 za, D ха» Drag)". 
经 计算 , 解 得 法 方程 的 解 向 量 为 
b = (如 ,加 bs)T = (0. 7014,0. 1604,0. 1076,0. 0359)7. 
所 以 回归 方程 为 


$ = 0.7014 +0. 16042, +0. 1076z; +0. 035923. 
(2) 计算 得 


ө 
Sa = >) (9: — 9) = 15.221, 
= 


o 
5и = 2) (yi —9:)? = 29. 684, 
= 
р = Sa /т 15. 221/3 


59701 т 21)  29.684/45 一 7 6915. 
对 a = 0.01, 查 下 分 布 表 ,得 临界 值 F.(3,45) = 4. 25. 
据 上 述 统计 量 , 因 为 F > F,, 知 回归 方程 在 检验 水 平 a = 0.01 下 具 显 著 意 义 . 
(3) Ж т, = 5.286,z, = 11. 796,2, = 49.204,7 = 4.582, 
хи —5.286 “xw 一 11.796 ть 一 49.204 
x zm 一 5.286 zz 一 11.796 zz — 49.204 


Tel 一 5.286 хез 一 11.796 хазз 一 49.204 

662.000 — 918. 143 — 388. 857 

С= ЎЎ = | 一 918.143 1753.959 776.041 | 
— 388. 857 776.041 62417. 955 


5.515 х102 2.94 х102 —1.62х10°% 
С! = | 2.94 1075 2.122 х102 8.52 х10* 
—1.62 105 — 8.52 х10* 1. 694 X10 
= bi/an = 0.0257/5. 515 x 102 _ 
Bm 7 29.6045 Ore 
2. 6/2 — 0.0116/2. 122 х 10° _ 
F = 7а т 10) 29.684/45 TSPP 
5 b/c — 1.2889 x 1073/1. 694 x 10™ _ 
F: = 7а т 1) 29. 684/45 оз, 


216 


ща = 0.01, 查 下 分 布 表 ,得 F.(1,45) = 7.24. 
因此 ,在 检验 水 平 a = 0.01 F ,F, < F.,z 对 y 的 影响 不 显著 ;而 F, >F, F >F, 
故 z; уху 对 y 的 影响 是 显著 的 . 
(4) R y 的 置信 度 为 99%(a = 0.01) 的 预测 区 间 : 
5° = (53 /т —m 1 = V29.684/45 = 0.812. 


iH PCT >л) = 0-01 = 0.005, 查 :(49) 分 布 表 得 
2 


А = 2.6456. 
于 是 给 定 水 平 c = 0. 01 ,得 置信 度 为 1 一 a( 即 99%) 的 y 的 预测 区 间 为 (4 ,t;) ,其 中 


n =з —А5° +1 ко 7С 0) 


= 0. 7014 +0. 16042, +0. 10762; +0. 035923 


— 2. 1482 |55 +a- ar), 


ta = 0.7014 +0. 16042, +0. 1076х; + 0. 035923 


+2. 82/98 0—07 — m. 


其 中 ,x = (1 32,73)" = (5. 286,11. 796,49. 204)T,C 如 前 . 
只 要 给 定 x 的 一 组 值 x = (ziyzzyzs)7, 即 可 计算 出 对 应 的 > 的 置信 度 为 99% 的 预测 
区 间 . 


9.2 ”多 元 逐步 回归 分 析 


9.2.1 引言 


多 元 逐步 回归 分 析 是 多 元 线性 回归 分 析 的 深入 学 习 和 研究 . 设 m 个 自 变量 取 n 组 实 
测 样本 值 , 如 表 9 一 8 所 示 . 


表 9 一 8 
y = ж 2. 
ул и хи Zim 
з ха ЕА == 
Y Ta Хы == 


根据 上 述 样本 数据 ,建立 什么 样 的 线性 回归 方程 才能 较 好 地 反映 因 变 量 y 与 自 变量 
Listes En 之 间 的 统计 关系 呢 ? 为 此 ,我 们 要 明确 如 下 问题 : 
(1) 如 9. 1. 6 中 所 述 , 首 先 在 回归 方程 3 = 如 十 bz 十 bzzz 十 … 十 bnzm 中 ,3 并 不 是 
和 所 有 的 z, 都 有 统计 意义 上 的 关系 ,也 许 从 中 剔 出 某 个 变量 z, 后 更 能 反映 对 3 的 影响 ; 
其 次 ,在 回归 方程 中 变量 的 重要 性 也 不 一 样 ,通过 变量 的 显著 性 检验 可 知 ,可 能 某 些 变量 
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对 y 更 显著 ,而 另 一 些 变量 对 y 并 不 显著 . 

(2) 什么 是 最 优 的 回归 方程 ? 即 从 实测 样本 数据 出 发 推导 出 的 ,能 最 好 反映 影响 因 变 
量 y 的 回归 方程 . 而 评价 的 标准 可 用 最 大 复 相 关系 数 Re 或 最 大 回归 平方 和 (Sa )wm 来 稀 
量 . 当 自 变量 个 数 较 少时 ,可 用 穷 举 法 来 选取 最 优 回归 方程 , 当 自 变量 个 数 较 多 时 采用 逐 
步 回 归 方 法 . 


9.2.2 ”逐步 回归 算法 的 基本 思路 


逐步 回归 的 基本 思路 是 ,根据 自 变量 的 重要 性 ,每 一 步 都 选 出 一 个 重要 的 变量 进入 回 
归 方 程 : 

(1) 在 所 有 可 供 挑 选 的 变量 中 选 出 一 个 变量 ,使 它 组 成 的 一 元 回归 方程 比 其 他 变量 
有 更 大 的 回归 平方 和 ; 

(2) 在 剩 下 的 自 变 量 中 选 出 这 样 一 个 变量 , 它 与 已 选 人 方程 的 那个 变量 所 组 成 的 二 
元 回归 方程 , 比 其 他 任 一 变量 与 已 选 人 方程 的 变量 所 组 成 的 二 元 回归 方程 ,有 更 大 的 回归 
平方 和 

(3) 如 此 继续 下 去 ,假设 已 经 进行 到 第 L 步 , 该 步 是 在 未 选 人 的 变量 中 选 出 这 样 一 个 
变量 , 它 与 已 选 人 回归 方程 的 变量 组 成 了 元 回归 方程 , 比 其 他 余下 的 任何 一 个 变量 所 组 成 
的 回归 方程 有 更 大 的 回归 平方 和 ; 

(4) 考虑 到 较 早 选 人 回归 方程 的 某 些 变量 , 有 可 能 随 着 其 后 一 些 变量 的 选 人 而 失去 
原 有 的 重要 性 ,这 样 的 变量 也 应 当 及 时 从 回归 方程 中 剔除 ,使 回归 方程 中 始终 只 保留 重要 
的 变量 . 例如 zi „л; 引入 方程 后 ,再 引入 zs ,也 许 由 于 zs 的 引入 而 使 z, 的 重要 性 下 降 , 反 
而 变 得 不 重要 了 ,此 时 应 及 时 剔 出 2л. 

(5) 直至 最 后 没有 变量 引入 ,也 无 变量 剔 出 时 结束 逐步 回归 算法 . 

综 上 所 述 ,逐步 回归 分 析 的 基本 步骤 是 依次 建立 一 系列 回归 方程 ,后 一 回归 方程 是 在 
前 一 个 的 基础 上 增加 或 删除 一 个 变量 而 构成 的 ,增加 或 删除 某 个 自 变量 的 评判 标准 是 用 
回归 平方 和 的 增加 (剩余 平方 和 的 减少 , 复 相关 系数 增 大 ) 来 衡量 的 . 


9.2.3 ”引入 自 变量 的 依据 


设 已 有 工 个 自 变量 进入 回归 方程 , 即 已 知 回归 方程 为 
$ = b +bizi + bz: +++ Бх. 
此 时 该 方程 相应 的 总 离 差 平方 和 为 
Se = Sa 十 Sm = Ult зла) +Q(zi,zr s" zu). (9 一 15) 
现在 已 有 的 L 个 自 变量 所 组 成 的 回归 方程 中 再 引入 一 个 自 变 量 , 不 妨 记 为 zx,(i =L+1,L 
十 2,…,m) ,于 是 引入 z, 的 回归 方程 的 Ss 可 表示 为 


Ss = UC(miszz "ts zr zi) +Q(mi,zzs sts TL Ti). (9 — 16) 
由 式 (9 一 16) 减 去 式 (9 一 15), 并 注意 到 上 述 二 式 的 总 离 差 平方 和 不 变 , 即 有 
Ulti zas sts zr zi) Обал ze sss zi) = Qi Ta TL) — QC ze se zz), 
令 У, Сал олоо") = Оба Ta TL zi) -UCT ze sssi) 


并 称 Vi(zi za zi) 28 z, 对 y 的 方差 贡献 . 即 是 说 , 若 Vi(ziyz，…zr) RKM x Xt 
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y 的 影响 就 越 大 , 亦 即 zx; 对 回归 方程 就 越 重 要 ,应 该 引信. 但 是 ,V; 应 大 到 什么 程度 自 变量 
= 才 被 引入 方程 呢 ? 这 就 需要 给 出 z, 的 引入 标准 (或 称 引 入 门 坎 值 ). 
统计 理论 表明 ,用 统计 量 


= Votra) _ _ _ p= 
kim rop ~ F'n-L 2 


G =1,+1,1,+2,+,т) 
可 以 检验 自 变量 т, 是 否 可 以 引入 方程 . RF n 是 样本 容量 ,L 是 已 引入 方程 的 自 变量 
个 数 . 


对 于 给 定 的 水 平 值 a, 查 下 分 布 表 可 得 临界 值 F,(1,n — L — 2), F, Fa. Ë Fu > 
Fa , 则 表明 z, 可 以 引入 方程 ;车 Fu < Fa , 则 表明 z, 不 重要 ,不 能 引入 方程 .需要 指出 , 实 
际 问题 可 能 有 多 个 Fy > Fa ,由 于 每 次 只 能 引信 一 个 变量 进入 方程 ,因此 ,算法 上 我 们 选 
最 大 的 Fu 所 对 应 的 变量 引信, 即 先 求 


maxFy =F,» 
[= i 


再 比较 : 
ФЕ, > Fa MEM z, 引入 ; 
ЖЕ, < Еа WARIA ZETIA MIARKA RAAE. 


9.2.4 ” 吻 除 自 变量 的 依据 


设 已 有 工 个 自 变量 引入 回归 方程 , 即 已 知 回归 方程 为 
$ = b +hz +х; ++ Былі, 
此 时 方程 的 总 离 差 平方 和 可 表示 为 
Sa = Sa +Sa 一 UCziyzzzL) HQC Tas) zu). (9—17) 
现在 已 有 的 二 个 自 变 量 中 剔除 一 个 自 变量 ,不 妨 剔 除 zi(i = 1,2,--- L), FETI z, 
后 的 回归 方程 


э =b, Hbr +++ +Ьдт + Балда ++ хі» (9 —18) 
该 方程 的 总 离 差 平方 和 为 
Sg = UCE za Ei TH ZL) HQC Ta Ts TH TL) (9 — 19) 
由 式 (9 一 17) 减 去 式 (9 一 19) 可 得 
Обал ола зода) —Ш(лу,х ә, Ti Tin ээл) 
= QUI Etty Li sin ээл.) — Q(zi Te zu). 
令 Маулана) = Uzi Ta TL) Uli ze s Eia элна ээл), 


仍 称 Vi 为 xz; 对 y 的 方差 贡献 . 若 V; 越 大 说 明 z; 对 y 的 影响 越 大 , 即 z, X) у 越 重要 ,当然 
在 方程 中 不 能 被 剔除 ;反之 У, 越 小 说 明 工 ; 应 被 剔除 . 然而 V, 小 到 什么 程度 自 变量 zx; 才 考 
虑 从 方程 中 剔除 呢 ? 同 前 面 讨论 的 一 样 , 应 该 给 出 剔除 z, 的 门 坎 值 . 这 里 引入 统计 量 
Fai, Bp 
w Уелва) 

Qaa эле эли Tt) а L1) 
G = 1,2,---,L). 


Fa 


~ Е(1,п-1- 1) 
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用 Fau А ИУ ПГ Ж ДЕ ЮР. 对 于 给 定 的 水 平 值 a, 查 下 分 布 表 可 得 临 
界 值 
Fiam- Fa. 

车 Fu < Fw , 则 六 应 从 方程 中 别 除 ; 

Ж Fa > Fw W z, 不 应 从 方程 中 剔除 . 

同样 需要 说 明 的 是 ,实际 问题 可 能 有 多 个 Еш < Fa ,由 于 每 次 只 能 从 方程 中 剔除 一 个 
变量 ,因此 在 算法 上 我 们 选 最 小 的 F, 值 所 对 应 的 变量 作为 剔除 值 , 即 先 求 

minFs Er , 
<L 
再 比较 : 

ЖЕ, < Fw , 则 应 选取 zx 从 回归 方程 中 剔除 ; 

EF, > Fw , 则 方程 中 没有 变量 被 剔除 , 转 人 是 否 可 以 引入 新 变量 的 讨论 . 

综 上 所 述 ,下面 给 出 逐步 回归 算法 步骤 : 

设 回 归 自 变量 为 zi ,zs，…,zn- 

(1) 作 m 个 一 元 线性 回归 方程 , 取 Sa 最 大 的 那个 方程 所 对 应 的 变量 入 选 ,比如 z, (1 
<i <m); 

(2) 对 余下 的 m 一 1 个 自 变量 ,依次 与 z, Ет 一 1 个 二 元 线性 回归 方程 , 仍 取 Sa 最 
大 的 那个 方程 所 对 应 的 变量 z, ЛІСО <i <m- 1); 

(3) 设 已 进行 至 第 虐 步 ,入 选 的 回归 自 变量 分 别 为 ri ,za tomi. 

注 ”在 上 述 各 步 中 ,每 一 个 新 变量 人 选 原则 是 从 所 属 回归 方程 的 最 大 的 (Sa ) ОВЕ 
为 人 选 条 件 , 但 是 在 算法 实施 中 , 则 是 在 每 一 步 定 出 一 个 人 选 的 门 坎 值 ,由 此 形成 人 选 的 
门 坎 准 则 ,用 该 准则 判定 某 变 量 是 否 入 选 (具体 见 9. 2. 3 引入 自 变量 的 依据 ). 

(4) 对 于 已 人 选 的 工 个 自 变量 ,可 能 会 出 现 由 于 新 变量 的 引入 而 使 原先 的 变量 变 得 
不 重要 ,对 于 不 重要 的 旧 变 量 要 及 时 剔 出 . 在 算法 中 仍 需 定 出 一 个 易 出 的 门 坎 值 和 相应 的 
剔 出 准则 ,以 此 判别 某 变量 是 否 应 被 剔 出 ( 见 9. 2. 4 剔除 自 变量 的 依据 ). 

(5) 直至 没有 变量 被 引入 ,同时 也 没有 变量 被 剔 出 为 止 , 结 束 逐 步 回 归 算法 . 

上 述 计算 步骤 只 是 给 出 了 逐步 回归 算法 的 一 个 框架 , 至 于 逐步 回归 算法 的 具体 实现 
可 以 参阅 本 书 列 出 的 参考 书目 [7]. 


9.3 ”趋势 面 分 析 


9. 3. 1 ”数据 变化 与 趋势 面 分 析 


趋势 面 分 析 是 回归 分 析 的 应 用 ,在 地 学 等 三 维 数据 处 理 领域 具有 较为 广泛 的 应 用 . 
设 某 种 观测 数据 = 与 另外 两 种 数据 z,y 相关 ,为 了 分 析 它 的 变化 情况 ,通常 在 较 大 的 
范围 内 变动 >,y, 以 观测 = 的 取 值 . = 值 的 变化 往往 受到 三 个 因素 的 影响 ,从 而 可 以 分 解 为 
以 下 三 个 部 分 : 
(1) 由 大 区 域 因素 决定 的 部 分 , 它 反映 了 在 较 大 的 区 域 范围 内 ,= 随 z,y 变化 的 特点 ， 
亦 即 在 大 区 域内 数据 y 变化 的 一 般 规律 . 
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(2) 由 局 部 因素 决定 的 部 分 , 它 反映 了 在 局 部 区 域 范围 内 ,数据 z 有 异 于 一 般 规律 的 
变化 ,这 是 一 种 局 部 的 异常. 

(3) 由 随机 因素 决定 的 部 分 , 它 是 随机 性 的 干扰 所 造成 的 偏差. 

分 析 = 数据 变化 的 三 个 组 成 部 分 , 意 在 排除 随机 性 的 干扰 , 找 出 大 区 域内 = 值 变化 的 
一 般 规 律 和 数据 分 布 的 总 趋势 ,进而 确定 局 部 异常 所 在 . 这 样 的 分 析 在 实际 问题 中 很 有 

从 一 定 意 义 上 讲 , 所 谓 趋势 就 是 排除 了 局 部 起 伏 ( 局 部 异常 ) 以 后 比较 规则 的 变化 . 
图 9 一 3 中 的 直线 代表 天 燃气 产量 的 总 的 趋势 ,该 直线 称 为 趋势 线 . 

是 不 是 任何 事物 在 某 一 区 域 都 存在 趋势 呢 ?不 一 定 . 如 图 9 一 4 所 示 , 显 然 图 9 一 4 所 
示 (a) 图 趋势 明显 ,(b) 图 趋势 不 明显 ,(c) 图 不 存在 趋势 . 

综 上 所 述 , 趋 势 面 分 析 就 是 提供 一 种 定量 分 析 方 法 ,研究 某 一 事物 在 大 范围 内 是 否 存 
在 规律 性 的 变化 ,在 局 部 范围 是 否 存在 特殊 性 的 变化 . 


aç, 
= 
# EMR 


даж 趋势 线 


o 时 间 
图 9 一 3 


м 
Q... 


图 9 一 4 


9.3.2 ”趋势 面 的 最 小 二 乘 解 (曲面 拟 合 ) 


如 何 定量 地 描述 事物 变化 的 趋势 呢 ?通常 我 们 用 曲面 拟 合 的 方法 来 确定 三 维 空间 的 
曲面 或 三 维 空间 以 上 的 超 曲面 以 反映 数据 变化 的 趋势 . 
设 实测 数据 为 (zi;,y;,zi) (i = 1,2,…,z), 用 曲面 z = f(z,y) 拟 合 实测 数据 ,曲面 函 
数 的 形式 通常 取 为 
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Убх.) = aogo(zyy) + ауруб, у) H + anpa lT) (9 —20) 
其 中 gi(z,y) (i =0,1,2,…,m,m <n) 称 为 基 函 数 ,要 求 它们 在 结 点 (zi,yw) G =0,1,2, 
тэт) 上 构成 线性 无 关 ; 而 ao зал ,an 则 为 待定 的 参数 . 此 时 曲面 f(z,y) 可 表示 为 
ЕСх,у»ав,а,,а„). 在 观测 点 (zi,y:) 上 ,z 数据 的 实测 值 为 x， 趋 势 值 为 
Flais Yi saosa stran). 据 最 小 二 乘 原 理 , 求 待定 参数 aosa, ,…,an， 使 以 oal，…an 为 
自 变量 的 函数 


QGao ,ayan) = >) [Flais Yi rao saisan) — z, 
= 


达到 最 小 值 ,从 而 ao зат tsan 应 满足 方程 组 


а Р 
=з =0, j=)0,,--.,m. 9—21) 


由 此 可 推导 出 法 方程 组 (9 — 21) 的 矩阵 形式 ; 
(ф,ф) (op) … (ф,ф„)](а& (@o,z) 
өф) СЛ т? = (Q е а 2. (si ; (9—22) 
(ф„,ф) Pumpi) … (ф„,ф„)]\а„ (Фф ,2) 

其 中 фу = Срба ол) rpi Carry) оору En у], 


p) = Фф, = >; Pil Eiry) Paltin у), 
= 


(wz) = lz = У) g; б.у). (9 —23) 
= 


线性 方程 组 (9 一 22) 的 系数 矩阵 是 一 个 实 对 称 和 矩阵 , 当 函 数 系 po(z,y),pi(Czyy)，…， 
Ym(zy3) 线性 无 关 时 ,该 方程 组 的 解 存在 且 唯一 , 记 为 向 量 a”= (ai ,af узад) „ЭЕ 
а* HAR Qaa san) 的 最 小 二 乘 解 . 拟 合 曲面 为 
z = Е(х,у,а заў ssaa) = aš golasy) +a pilasy) ++ Harpa lasy), 
(9—24) 
zx 数据 的 趋势 值 为 
2i = ай polisy) Har фу(ау, y) ++ Has pulti). (9 —25) 


9.3.3 ”多 项 式 趋势 面 及 参数 估计 


我 们 常用 函数 所 代表 的 曲面 来 表示 事物 的 变化 趋势 ,而 在 这 些 函数 所 代表 的 曲面 中 ， 
多 项 式 函 数 所 代表 的 曲面 不 仅 计算 方便 , 且 当 次 数 增高 时 在 一 定 的 条 件 下 可 以 任意 接近 
实测 数据 ,并 且 它 所 代表 的 曲面 也 易于 观察 ,所 以 在 实际 中 得 到 广泛 应 用 . 

当 曲面 函数 Flr, yrassa an) 为 多 项 式 时 ,此 时 基 函 数 pi(z,y) (i 一 0,1，…mm) 
通常 可 以 取 为 x,y 的 寡 函 数 的 乘积 形式 . 各 种 类 型 的 多 项 式 函 数 的 几何 表示 如 下 : 

二 元 一 次 多 项 式 z = а + wz 十 azy, 其 几何 表示 为 三 维 空间 的 一 个 平面 (图 9 — 5). 
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图 9 一 5 


二 元 二 次 多 项 式 z = а, +aiz Жазу +азл° 十 atzy 十 as 六 ,其 几何 表示 为 三 维 空间 的 
一 个 曲面 (图 9 一 6), 即 :或 为 椭圆 面 ,或 为 双 曲 面 ,或 为 抛物 面 . 


图 9 一 6 


二 元 三 次 多 项 式 = ao Ках Базу +а,л® 十 atzy Казу 十 aeza 十 ayT2y +aszy’ + 
ay ,其 几何 表示 为 三 维 空间 的 一 个 三 次 曲面 . 
一 般 来 说 ,二 元 р 次 多 项 式 可 表示 为 
z 一 ao Ках + ау + аул? + ахлу Hasy + +a,y?. (9 一 26) 
RO 一 26) H, p 为 多 项 式 的 次 数 ;ao yai,…an 为 多 项 式 的 待定 参数 ;m 为 多 项 式 的 项 数 
(不 包括 常数 项 ), 且 


=ош 


例如 : 

р = 1,m = 2, 待 定 参数 为 ao,a1 заз 

р = 2,m = 3, 待 定 参数 为 ao заз заз as; 

р = 3,m 一 9, 待定 参数 为 wo saira, sas; 
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所 谓 确定 趋势 面 模型 就 是 确定 式 (9 — 26) 中 的 诸 待定 参数 co ,al ,……an- 
下 面 介绍 如 何 用 多 元 线性 回归 的 方法 来 估计 拟 合 曲面 中 的 待定 参数 . 
给 定 实测 数据 (zi,yi yx)Gi = 1,2,6). 
(1) 讨论 二 元 一 次 趋势 面 . 设 拟 合 平面 为 
z = а 十 ai 工 十 azy， (9 一 27) 
ERO 一 27) {1,4 д = rsr = yH 
z =a Ках 十 azT2zy 
对 应 的 估计 方程 为 
2 =b, +bizi 十 加 zz。 (9 一 28) 
这 是 一 个 二 元 线性 回归 问题 ,将 实测 数据 та (z) ,za (yi) z G = 1,2,…,n) RAR 
(9 — 28) ,得 超 定 方程 组 Xb = z, 其 中 


l zn ze l m эж» 
х-на 
І аа ы L 2 у 


b = (b,b,b)T, 
z = (m ze Za)". 


将 9.1.3 中 关于 zi ,zz,y 的 数据 表 9 一 2 Ий т, у, 的 数据 表 9 — 9. 


表 9 一 9 
= у ху: = yx | a ду, К 
д КД my 4 x а nz уа 
= КД = 2222 жї 


= >» х,у, = РА ЕА Zata 


由 表 9 一 9 可 分 别 得 到 法 方程 组 的 系数 矩阵 和 右 端 项 的 元 素 , 即 


Dy Уау 5x 


m = = 


Хт: = Ca an Уунд", 
т ш = 
求解 法 方程 组 Xp 二 X'z, 得 参数 向 量 的 估计 值 bp”= (Бу ,b; , 好 并 ,由 此 得 趋势 面 方程 
£ = b; +b; z +b y. 
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(2) 讨论 二 元 二 次 趋势 面 . 设 拟 合 曲面 为 


z = а, 十 ai 并 十 azy 十 aszz + ахлу Hasy. (9 一 29) 
ERO 一 29) 中 , 令 z = zz = уулз 一 了 ze = zy,zs 一 多 ,有 
£ = bx КЫ 十 如 zz + bszs + Бух, + бул. (9 —30) 


这 是 一 个 五 元 线性 回归 问题 ,将 实测 数据 za (zi) ,za (yi) za (22) za (ту) zs (yl) zi 
G = 1,2,…,n) RARO 一 30) 中 ,得 超 定 方程 组 ХЬ = z, 其 中 


1 zn za ma 2и 25 l m жа my Å 

= Zn Zm Zn Tu Ts 1 m y Å ту Å 
w. . . : = . : «|? 

1 Ха де лз Ха xa 1 x у. 21 хау. УЗ 


b = (bo sbi ,ba ,bs ,bs 65)", 
z = (zz za)". 


对 应 的 法 方程 Xt Xb = ХТ 的 关系 矩阵 和 右 端 向 量 的 元 素 可 由 表 9 — 10 列 出 . 
表 9 一 10 


zy nn ny = zas Day | xa | ла zza =o z Dyz 
#|4 д с а Da |а |а de = зш, Ууу 
RIA я 9 жя DA |=yz | nxn nm + луы, Ун 
Фу |n dm = ну. Day |У | Ма Aa с ох Dz 


ху | ай ай zy > ду} 
sja a х Èx 
ay |» 4% а». Day 
zy |а ам у! > у} 
ajla ях х 2 
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由 表 9 — 10 得 到 


n >= Ух > Deo м 
> yi Day: Èy Уа Уі Уу 
Tee uy үа z Tbj 
>= > Уа» Уа Эа», Уу 
Do Уа, Уа Ўз Уа, Уа? 
>м аъ, > Узы Ухо? 5и 


解法 方程 组 X'Xb = A 人 'z, 得 参数 向 量 的 估计 和 值 b* = (6 br b? sbi b sbs )T JFM 
此 得 到 趋势 面 方程 
* =b; +hrthyt+h Z +b¿ zy +b; y. 
例 5 为 了 分 析 某 花岗岩 体 顶 板 形态 ,采集 实测 数据 作 趋势 面 分 析 . 表 9 一 11 中 列 出 
该 花岗岩 体 共 14 个 实测 点 的 坐标 值 . 


表 9 一 11 
SENN) 
zkm | 0 1 1 2 3 3 3 4 
xk |o 2 5 1 2 4 
ш) | 40 30 60 50 50 70 9 60 70 8 70 80 


й 〈1) 二 元 一 次 趋势 面 分 析 : 


令 = хул: =y, FER 


z = а 十 ai 工 十 azy， 


z = ао +аулу +азхг, 


| 


对 应 的 估计 方程 为 
2 = b + bizi + bxzz. 
令 z = (zizes zu)" 
据 表 9 一 11, 列 出 法 方程 组 X'Xb = XTz 的 系数 矩阵 和 右 端 项 如 下 : 
n >= У» 
2 7 ү 14 49 46 
У Уз Уа 一 P 223 181 
11 1 УЕ 46 181 220 
5» Ўз > 
Jrz = Èa Dez Dya ›Т = (860,3230,3020)T， 
= 
解 得 br Z (ы ы „bi = (43.11,3. 59,1. 757, 
故 趋势 面 方程 为 


2 = 43.11 十 3.59z +1. 75у. 


该 趋势 平面 如 图 9 一 8 所 示 . 


图 9 一 8 
求 得 的 14 个 观测 点 的 趋势 值 和 剩余 值 ( 取 到 个 位 数 ) 列 于 表 9 — 12. 
表 9 一 12 
атн Rr 
жш. C$. Y47758 Th oq ЖЖ. а ЧИ ф че ë 8 
| 
zm |4 30 60 50 50 70 90 60 70 вю то 8 6 50 
zm |4 50 55 52 57 60 66 59 62 6 71 6 71 76 
кке -3 -%0 -5 2 7 -10 -4 -1 -8 — 1 -м 9 2% 


作 趋势 面 等 值 线 (图 9 一 9 中 平行 线 ) 和 剩余 等 值 面 (图 9 一 9 中 闭合 曲线 范围 内 ) ВА. 


(2) 二 元 二 次 趋势 面 分 析 ( 略 ). 
该 趋势 面 的 效果 图 如 图 9 一 10 所 示 . 
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Ш Т Matlab 及 其 应 用 


1.1 Matlab 简介 


1.1.1 数学 软件 


熟悉 计算 机 的 人 会 接触 各 式 各 样 的 软件 ,诸如 系统 软件 、 编 译 软件 ,应 用 软件 .杀毒 软 
件 , 等 等 . 上 个 世纪 80 年 代 以 来 ,一 类 新 的 计算 机 软件 一 一 数学 软件 问世 , 即 所谓 ЗМ. 
软件 . 

1980 年 , Wolfram 公司 推出 Mathematica 软件 ;1982 年 ,Mathworks 公司 推出 Mat- 
lab 软件 ;此 后 Materloo 大 学 又 推出 一 套 教 学 软件 , 即 Maple 软件 . 

上 述 三 种 软件 成 为 当今 世界 上 最 流行 的 数学 软件 ,它们 为 解决 现代 科学 计算 ,工程 技 
术 问 题 ,生产 经 营 管理 问题 提供 了 重要 工具 . 

Mathematica 软件 着 重 符号 运算 , 作 图 功能 ; Matlab 软件 着 重 数值 计算 ,模拟 功能 ; 
Maple 软件 则 是 强大 的 教学 软件 . 


1.1.2 什么 是 Matlab 


Matlab 的 直接 含义 是 矩阵 实验 室 (Matrix laboratory). 最 初 , 它 是 为 两 个 矩阵 软件 包 
(Linpack, Eispack) 提 供 接口 技术 ,以 后 逐渐 发 展 成 为 通用 科技 计算 、 视 图 交互 系统 和 程 
序 语言 . 

Matlab 语言 区 别 于 其 他 高 级 语言 (如 Fortran 语言 ,C 语 言 ) 的 最 大 特点 是 它 的 编辑 、 
编译 .连接 和 执行 等 四 个 步骤 融 为 一 体 . 它 能 在 同一 画面 上 进行 灵活 操作 ,快速 排除 输入 
程序 中 的 书写 ,语法 乃至 语意 方面 的 错误 ,从 而 加 快 了 用 户 编写 修改 和 调试 程序 的 速度 . 

与 其 他 高 级 语言 比较 ,Matlab 的 语法 规则 简单 ,更 加 贴近 人 的 思维 方式 . 用 Matlab 
写 程序 ,犹如 在 一 张 演算 纸 上 排列 公式 和 求解 问题 ,编程 效率 很 高 . 因此 有 人 称 它 为 “演算 
纸 式 ?科学 工程 的 算法 语言 .下面 我 们 举例 说 明 Matlab 的 一 些 基本 特点 . 

(1) 基 本 数据 单位 是 矩阵 或 数组 , 且 无 须 定义 矩阵 或 数组 的 维 数 ,直接 输入 . 

例 1 输入 两 个 三 维 矩 阵 ae,b, 在 Matlab 的 命令 空间 (Command) 发 布 命令 (指令 ) 

a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]; 
b=[1 4 7;8 9 10;11 12 13]; 
也 可 写成 
a=[1 2 3 
4 5 6 
т 8 9]; 
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b=[1 4 7 
з 9 0 
11 12 13}; 

Ж 若 在 上 述 命令 中 不 加 分 号 而 直接 键入 回 车 换行 键 K, 则 屏幕 显示 : 


a= 


8 9 10 
11 12 13 
若 加 分 号 再 键入 回 车 换行 键 K , 则 此 时 光标 转 入 第 二 行 . 
〈2) 指 令 表达 与 数学 习惯 和 工程 中 的 常用 习惯 相似 . 
例 2 矩阵 的 加 \ 减 \ 乘 . 
在 命令 空间 发 布 指令 : 
a=[1 2 3⁄4 5 6;7 8 9]; 
b=[1 4 7;8 9 10;11 12 13J; 
c=a+b/ 
屏幕 显示 : 
с= 
07 763710; 
12 14 16 
18 20 22 
在 命令 空间 发 布 指令 : 
x=[2 3 4 51 2 2 1 
y=[0 1 131 1 0;0 0 11 0 0J; 
2 
屏幕 显示 : 
z= 
8 5 6 
3 3 3 
例 3 在 Matlab 中 ,和 矩阵 的 除法 用 于 解 线性 方程 组 . 
设 ax=b, 其 中 a 为 方 阵 ,x 为 列 向 量 ,b 为 列 向 量 , 则 指令 为 
x=a\b=inv(a) * b CEP аЬ) 
设 xa=b, 其 中 x,b 均 为 行 向 量 , 则 指令 为 
x=b/a=b * inv(a) (BB Ьа!) 


PE 在 指令 a\b 中 ,a 为 方 阵 ,b 为 列 向 量 (a,b 同行 数 ). 若 输入 时 b 为 行 向 量 , 则 应 
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зж aNb'. 

(3) 易 于 扩展 ,允许 用 户 自 定义 M 文件 ,从 而 扩大 内 部 函数 的 功能 . 

Matlab 有 大 量 的 内 部 函数 ,可 以 在 命令 空间 直接 调用 . 为 了 扩大 内 部 函数 的 功能 ,还 
允许 用 户 自己 定义 M 文件 (包括 函数 文件 和 文本 文件 ). M 文件 在 编辑 空间 (Edit) 编 写 ， 
在 命令 空间 调用 . 我 们 称 自 定义 的 M 文件 为 外 部 函数 . 

例 4 设 


f(D ==, DFT ra =a юна “© 
式 中 ,ze[ 一 1,23], 取 步 长 为 0. 01, 试 计算 f(z) 的 值 ,并 画 出 图 形 ,再 求 fO) КИЛ. 
解 ”求解 上 述 问题 ,可 分 述 为 如 下 三 个 步骤 . 
ФАХ Ж Matlab 的 外 部 函数 ,命名 为 f.m 
在 Matlab 的 编辑 空间 录入 两 行 : 
function у= (х) 
у=1. /((х—0. 3). Л2+0. 01) +1. /((x—0. 9). Л2+0. 04) —6; 
СЕ БОЕ f. m 存盘 . 
有 两 种 存盘 方式 ,一 种 是 将 该 文件 存 人 Matlab 的 文件 夹 bin 中 ,此 时 在 存盘 对 话 框 
中 选取 “m 文件 格式 ”, 以 后 调用 该 文件 时 ,在 命令 空间 直接 发 布 命 令 : 
ra 
另 一 种 存盘 方式 是 将 该 文件 存 人 其 他 文件 夹 中 ,此 时 在 存盘 对 话 框 中 选取 “所 有 文件 格 
式 ”, 以 后 调用 该 文件 时 要 首先 确定 路 径 . 例如 , 若 将 文件 f. m 存 人 C 盘 中 的 文件 夹 My 
Documents 中 , 即 
С.\Му DocumentsNf m 
要 在 命令 空间 调用 f. m, 则 需要 Matlab 的 内 部 函数 path 显示 当前 Matlab 的 搜索 路 径 ， 
即 在 命令 空间 发 布 如 下 指令 : 
path(“C:\My Documents’, path),/ 
РА 
@ 存 盘 文件 f. m 后 退出 编辑 空间 ,进入 Matlab 的 命令 空间 ,发 布 如 下 指令 : 
x=—1 : 0.01: 2; 
y=f(x) 
屏幕 显示 出 fC) й 300 个 函数 值 . 
若 发 布 如 下 指令 : 
х=—1:0.01+2; 
plot(x,fG0)/ 
屏幕 显示 出 /(z) 的 图 形 ( 见 附录 图 1). 
若 发 布 指令 : 
xm=[min(“fí”,0.5,1)⁄/ 
屏幕 显示 f(x) 在 0.5—1 之 间 的 一 个 极 小 点 , 即 


ene 
0. 6370 
当 求 其 极 小 值 时 ,可 发 布 指令 : 
y=f(xm)/ 
屏幕 显示 f(z) 在 极 小 点 xm 处 的 极 小 值 : 
y= 
11. 2528 


100 


80 
60 


40 


—20 
=} —0.5 0 0.5 1 1.5 2 
附录 图 1 


上 面 我 们 用 了 三 个 主 程序 分 别 完成 例 4 的 三 项 要 求 ( 计 值 、 画 图 、 求 极 小 点 ) ,其 实 我 
们 可 以 用 一 个 文本 文件 来 完成 这 三 项 要 求 . 首先 在 编辑 空间 写 人 文本 文件 L. m, 它 包含 
如 下 指令 : 
x=—1:0.01: 2; 
y=Í(x); 
plot(x,f(x)); 
xm=fmin(“{f? ,0. 5,1) 
将 文件 L. m 在 编辑 空间 存盘 ,然后 在 命令 空间 运行 , 即 
Lm 
屏幕 将 陆续 显示 f(z) 的 值 、 图 形 和 一 个 极 小 点 “xm”. 
在 上 述 指 令 中 ,f(z) 是 外 部 函数 ( 自 定义 ), 它 必须 在 编辑 空间 中 编写 存盘 后 方 可 调 
用 ;而 plot, fmin 等 是 内 部 函数 , 它 可 在 命令 空间 直接 调用 . 
(4)Matlab 易学 易 用 . 
在 前 面 的 四 个 例子 中 ,以 下 指令 : 
c=atb z=x*y x=a\b xm=fmin(“f’,0.5,1) 
与 数学 习惯 十 分 相似 ,易学 易 用 . 而 这 些 指令 车 用 其 他 高 级 语言 来 编写 则 相当 困难 ,它们 
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需 用 Fortran 或 C 语言 的 几 十 条 或 几 百 条 语句 才能 完成 . 
1.1.3 Matlab 的 主要 用 途 


Matlab 软件 的 主要 用 途 如 下 : 

(1) 作 为 高 等 学 校 有 关 课程 的 基本 教学 工具 . 例如 数学 实验 、 数 学 建 模 、 实 用 线性 代 
数 .数值 分 析 、 最 优化 方法 、 最 优 控制 数理 统计 、 数 字 信 息 处 理 . 时 间 序 列 分 析 及 动态 系统 
仿真 等 课程 均 适宜 使 用 Matlab 作为 教学 工具 . Matlab 软件 是 大 学 本 科 生 、 硕 士 生 ,博士 
生 必 须 掌握 的 基本 技能 . 

(2) 在 工程 领域 , Matlab 提供 的 工具 箱 以 及 由 M 文件 扩展 的 工具 箱 成 为 工程 师 进行 
设计 、 科 研 的 强大 工具 . Matlab 由 主 包 ( 含 几 百 个 核心 的 内 部 函数 ) 和 30 多 个 工具 箱 
《Toolbox) 构 成 ,而 Toolbox 可 分 为 两 类 ; 

功能 性 工具 箱 扩充 Matlab 的 符号 计算 功能 、 图 视 建 模仿 真 功能 ,文字 处 理 功能 、 硬 
件 实时 互 换 功能 . 

学 科 性 工具 箱 ”各 种 专业 工具 ,例如 ,Optimal Toolbox,Control Toolbox, Communi- 
cation Toolbox, Signal Toolbox, 等 等 . 


1.1.4 Лх 


MDH Matlab 语言 中 ,英文 字母 大 小 写 要 加 以 区 别 ,如 A 与 a 代表 不 同 的 变量 . 
(2) 所 有 的 内 部 函数 、 外 部 函数 名 均 由 小 写字 母 构成 ,如 inv(a) 有 意义 ,但 INV(a) 无 
意义 


(3) 标 识 符 (变量 ,函数 ) 以 字母 打头 ,最 多 19 个 字符 . 
(4)help( 内 部 命令 ) 提 供 在 线 帮助 ,如 调用 helpfmin 将 显示 内 部 函数 fmin 的 内 容 . 
(5)demo( 内 部 命令 ) 提 供 功 能 演示 ,在 Matlab 的 Command 空间 中 有 一 个 菜单 项 
Help, 在 其 下 拉 菜 单 中 有 一 个 子 菜单 Examples and Dermos, 其 中 列 出 了 最 优化 方法 的 各 
种 算 例 . 

(6)path( 内 部 命令 ) 显 示 当前 Matlab 搜索 路 径 . 


1.1.5 Бх 


Matlab 在 进行 矩阵 运算 方面 ,显得 特别 简捷 、 高 效 和 方便 . 
例 5 БЕЙПАЙ. 
输入 矩阵 
a=[1.5 1.1 1.3, 21 2.3 2.5; 3.3 3.5 3.1]w 
屏幕 显示 : 
= 
1.5000 1.1000 1.3000 
2.1000 2.3000 2.5000 
3.3000 3.5000 3.1000 
Жани. 发 布 指令 : 
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a 
ans= 
1.5000 2.1000 3.3000 
1.1000 2.3000 3. 5000 
1.3000 2.5000 3.1000 
注 第 一 个 指令 中 输入 矩阵 指定 了 赋值 变量 a, 其 后 未 加 分 号 “ij， 故 键入 “ii ”后 直 
接 显示 变量 名 a 的 结果 ;第 2 个 指令 中 , 转 置 矩阵 未 指定 赋值 变量 , 故 键入 “si[ ”后 显示 变 
量 名 “ans” 的 结果 . 
Ж a 的 逆 . 发 布 指令 : 
inv(a),/ 
ans= 
1.9565 —1.3766 0.2899 
—2.1014 —0.4348 1.2319 
0. 2899 1.9565 1.3768 
求 a 的 特征 值 . 发 布 指令 : 
eig(a)w 
ans 一 
6. 9000 
0.3464 
—0.3464 
对 a 作 LU 分 解 . 发 布 指令 : 
[L,U]=lu(a)/ 
L= 
0.4545 1.000 0 
0.6364 一 0.1481 1.000 


1.000 0 0 
U= 
3.3000 3.5000 3.1000 
0 一 0. 4909 —1. 1091 
0 0 0. 5111 


KAFERE ЕСЕ ЕП И ЕЗЕН 27, XERE IEE H, A E R SE РЕФ 
征 值 和 特征 向 量 , 求 矩 阵 的 秩 和 条 件数 以 及 建立 矩阵 函数 ,等 等 . 
例 6 和 矩阵 的 截取 与 合成 . 
输入 矩阵 a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9;10 11 12]; 
指令 aG, : ) 表 示 取 第 i 行 所 有 的 元 素 ;a(: ,让 表示 取 a 的 第 i 列 所 有 的 元 素 . 例如 发 布 
指令 : 
al, D Оа 的 第 4 行 ) 
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ans= 
10 11 12 
a(1:3,:)⁄/ ( 取 a 的 1~3 行 ) 


ans= 


аһ 


2 
5 
8 


о Ф w 


а(:,1:2) (Ra 1—29) 


ans= 


L 2 

4 5 

7 8 

10 11 
a(;,3)⁄/ СЖ зяр 
апѕ= 

3 

6 

12 


综 上 ,aki, :) 表 示 取 第 i 行 所 有 的 元 素 ,a(:,j) 表 示 取 第 j 列 所 有 的 元 素 ,a(i:j,:) 表 
示 取 第 i 行 至 第 j 行 所 有 的 元 素 ,a(: ,i:j) 表 示 取 第 i 列 至 第 j 列 所 有 的 元 素 . 
设 a 是 例 6 中 的 输入 矩阵 ,再 输入 г, BP 
r=[13 14 15]; 
发 布 指令 : 
Larl 
即将 r 添 人 到 a 的 最 后 一 行 合成 新 的 矩阵 ,屏幕 显示 : 
ans= 
1 2 3 
4 5 6 
т в 9 
10 1 12 
13 14 15 
也 可 以 指定 赋值 变量 5, 即 
b=[a;[13 м 151 
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8 
10 11 12 
13 14 15 
例 7 和 矩阵 的 除法 ( 左 除 “^\” 与 右 除 “/”). 
ЎА т Xm 阶 方 阵 ,B 是 m хп ЕРЕН det(4) 关 0, 其 命令 为 
А\В==А *2=В (Z т Хп 阶 矩 阵 ,等 价 于 解 矩 阵 方程 ) 
Ax Z(:,j)=B(:,j) 0G=1,…,n; 等 价 于 解 个 线性 方程 组 ) 
= 一 Z(:,j)=ANB(:,j)=invCA) * BG: ,j) 
(=1,…,n; 求 得 nn 个 方程 组 的 解 ) 


. A/B=(A\B)' 
例 8 矩阵 的 除法 (点 左 除 “。\” 与 点 右 除 “* /”). 
设 A,B 均 为 m хп РЕ, “А + МВВ 的 所 有 元 素 分 别 被 4 的 所 有 对 应 元 素 
相 除 后 所 形成 的 m xm 阶 和 矩阵 ;“A。/B” 表 示 А 的 所 有 元 素 分 别 被 B 的 所 有 对 应 元 素 相 
除 后 所 形成 的 m Xn 阶 和 矩阵 . 
输入 以 下 指令 : 
A=[1 2 3]; 
B=[4 5 6]; 
С=А. NB 
屏幕 显示 : 
C= 
4.0000 2.5000 2.0000 
D=A + /Bu 
屏幕 显示 : 
р= 
0.2500 0.4000 0. 5000 
例 9 FERIERE IERE, ЖЕЕ, НТР). 
友和 矩阵 (compan) : 
设 三 次 多 项 式 为 r 一 7z 二 6, 欲求 该 多 项 式 的 零点 , 即 求 r 72-6 =0 的 三 个 根 . 
解 输入 
p=[1 0 -7 6]; 
a=compan(p) 
屏幕 显示 : 
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再 输入 
eig(a),/ 
ans= 
—3. 0000 
2.0000 
1.0000 
友和 矩阵 a 的 三 个 特征 值 即 为 所 给 三 次 多 项 式 的 三 个 零点 . 
零 矩阵 (zeros) : 
zeros(i,j) 表 示 产 生 i X j 阶 的 零 矩阵 ; zeros (size(a)) 表 示 产 生 与 矩阵 a 同 阶 的 零 
Ж. 
常数 矩阵 (ones) : 
ones(i,j) 表 示 产 生 iXj 阶 的 元 素 全 为 1 的 矩阵 ;ones(size(a)) 表 示 产 生 与 a 同 阶 的 
元 素 全 为 1 的 矩阵 . 


1.2 最 优化 方法 计算 


1. 2. 1 无 约束 极 值 算 例 


1) 一 元 函数 求 极 小 点 
内 部 命令 fmin(“f а,Ь.) 表示 求 一 元 函数 /(z) 在 区 间 [a,5] 内 的 极 小 点 ,其 中 
是 在 Edit 空间 编辑 的 一 个 外 部 函数 (M 文件 ). 
内 部 命令 fmin(“f? ,x) RRR /(z) 在 初始 点 z 邻近 的 极 小 点 . 
例 1 /(х)=(х—3)/х, zo=0.5. 
解 (DE Edit 空间 编辑 一 个 外 部 函数 , 取 名 “fun. m”. 
function {=fun(x) 
f=(x—3) x sqrt(x); 
(2) 将 M 文件 fun 存盘 . 
(3) 在 Command 空间 调用 fun. 
=0. 5; 
x=fmin(fun, x) 
k= 
1. 0000 (f(z) 在 z=0.5 附近 的 极 小 点 ) 
func) 
ans= 
一 2.0000 (f(z) 在 极 小 点 所 对 应 的 函数 值 ) 
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2) 多 元 函数 求 极 值 

内 部 命令 fminu(“f? ,x) ”表示 求 多 元 函数 f(z) 在 向 量 x 邻近 的 局 部 极 小 点 . 

例 2 香蕉 函数 (Banana Function). 

设 f(a) =100(z; 一 1*)? 十 (1 一 x1)?, 其 图 形 如 附录 图 2 所 示 . х0 一 (一 1. 9,2) 7 为 初 
始点 ,x* =(1,1)T 为 极 小 点 ,f(x* )=0. 


附录 图 2 
演示 程序 ”在 Matlab 的 Command 空间 中 ,选择 菜单 项 Help 的 子 菜单 Demos, 即 列 
出 求解 该 香 殴 函 数 的 六 种 算法 的 演示 图 形 . 这 些 无 约束 优化 算法 分 别 是 :Steepest 算法 ， 
Simplex 算法 ,DFP 算法 ,BFGS 算法 ,Gauss 一 Newton 算法 , Levenbrg-Marguardt 算法 
(简称 LM 算法 ). 
解 (1) 自 定义 外 部 函数 ,建立 M 文件 . 
function y=funl(x) 
у=100 * (x(2)—x(1) A2) Л2+(1—х(1)) A2; 
〈2) 存 盘 funl. m. 
(3) 调用 funl: 
x=[ 一 1.9,2]; 
x=Íminu( ‘funl? ,x),/ 
屏幕 显示 : 
1.0000 0.9999 
funl OW 
ans= 
1.0e—06 
事实 上 ,Matlab 在 演示 中 提 到 的 六 种 无 约束 算法 其 效果 是 不 一 样 的 . 通过 演示 程序 
可 以 看 出 :从 初始 点 x” 出 发 能 全 程 达 到 极 小 点 x" 的 算法 有 单纯 形 法 (Simplex) „РЕР Ж. 
法 .BFGS 算 法 以 及 L 一 M 算法 ;从 x 出 发 只 能 搜索 到 中 途 的 算法 是 最 快速 下 降 法 
(Steepest); RAEM х" 的 邻近 点 出 发 而 达到 x" 的 算法 是 Gauss 一 Newton 算法 (G 一 N); 而 
从 x" 出 发 最 快速 达到 х" 的 算法 有 DFP,BFGS 算法 . 
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1.2.2 约束 极 值 
1) 线 性 规划 算法 


其 中 Amxn,x ER",CER",bER". 
内 部 命令 linprog(“f”,A,b) 表示 求 上 述 线性 规划 的 最 优 解 ,其 中 í 为 线性 规划 的 
目标 函数 
Сх Су +C,z 十 … 十 Car 
例 3 min(2z 一 3y)， 
z+y<10, 
х>1(-х<-1). 
解 〈1) 自 定义 外 部 函数 ,建立 M 文件 fun2. m( 用 x 表示 二 维 向 量 ,其 分 量 x(1)， 
x(2) 分 别 表示 题 中 的 zy), BD 
function {=fun2(x) 
[=2 ж x(1) 一 3x x(2); 
(2) 存 盘 fun2. m. 
(3) 调 用 : 
А=[1 1;-1 1;—1 0]; 
b=[10 -2 —1]; 
x=lp(“fun2’, А, 
х= 
6.0000 4.0000 


fun2(x),/ 
ans= 
—24. 0000 
2) 非 线性 规划 算法 (基本 算法 ) 
NLP) min f(z), 
st g(z)<0. 


其 中 ,f(z) 为 n АЁ ЕРА ЖГ. gC) H Ш{И 1. gC) = Сап Cr), gm (7))" ,要求 
SD5 gi(z)(i=1,m) 其 中 至 少 有 一 个 为 非 线性 函数 . 
内 部 命令 constr( “fg”,x) {代表 目标 函数 ,g 代表 约束 函数 ,x 代表 初始 点 . 


例 4 тіп f(r) =e" (421° +21: +4хул +2х; +1) 
i f 5 十 zizz 一 Zi 一 Zz K0, 
s.t. 
一 zazz —10<0. 
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解 〈]) 自 定义 外 部 函数 fun3. 
function[f, gj]=fun3(x) 
[=exp(x(1)) * (4 * x(1) A2+2 ж x(2) Л2+4 * x(1) ж х(2)+2 ж x(2)… 十 
1); 
g(1)=1.5+x(1) ж х(2)—х(1)—х(2); 
Е(2)=—х(1) ж х(2)—10; 
(2) 存 盘 fun3. m. 
(3) 调 用 : 
х=[-1 1]; 
x=constr( ‘fun3’ x) 
s= 
一 9.5474 1.0474 
[f,g]=fun3(CoOx 
{= 
0. 0236 
g= 
1. 0e—0. 14 * 0. 1110—0. 1776 
3) 非 线性 规划 算法 ( 带 有 参数 的 情形 ) 
例 5 下 界 条 件 与 上 界 条 件 . 
在 例 4 中 ,车 对 决策 变量 x 限定 在 某 一 区 域内 ,如 vib<x<wwb 其 中 vlb , vub 均 为 二 
维 向 量 , 则 可 用 如 下 语句: 
x=constr( ‘fun3’ ,x,options,vlb, vub) ; 


又 如 在 例 4 中 ,要 求 x>0, 则 调用 时 应 发 布 如 下 指令 : 


х=[-1 1; ( 赋 初 值 ) 
options=[ J; (参数 说 明 向 量 使 用 缺 省 选项 ) 
vlb=[0 0]; EFI 
vub=[ J; (无 上 界 ) 


x=constr( ‘fun3’ , x,options, vib, vub), 
经 7 次 迭代 后 ,问题 的 解 为 
х=0 1. 5000 
С,в]= 300; 
f= 
8. 5000 
g= 
0 
一 10 
车 决策 变量 x 的 一 部 分 分 量 有 上 、 下 界 的 限制 , 则 可 通过 对 vib, vub 向 量 部 分 赋值 来 实 
现 , 当 wb,wub 的 分 量 数目 比 向 量 x 的 分 量 数目 少时, 则 x 中 只 有 前 :个 分 量 被 限定 
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有 界 . 
例 6 不 等 式 、 等 式 混合 约束 . 
在 例 4 中 ,车 再 加 入 等 式 约束 z, 十 zs =0, 则 相应 的 程序 变动 如 下 . 
解 (1) 自 定义 外 部 函数 . 
function[f,g]=fun4(x) 
{=ехр(х(1)) * (4 ж x(1) A2+2 ж х(2) A2+4 * x(1) ж х(2)+2 * х(2)+++1); 
g(1)=x(1)+x(2); 
g(2)=1.5+x(1) ж x(2) —x(1) —x(2); 
8603) = —х(1) ж x(2)—10; 
(2) 存 盘 fun4. m. 
(3) 调 用 : 
x=[—1 1); 
options(13)=1; 
x=constr( ‘fun4’ ,x,options),/ 
经 11 次 迭代 后 得 解 : 
х= —1. 2247 1.2247 
[f. g]=fun3G),/ 


{= 
1. 8951 
g= 
0. 0000 
—0. 0000 
—8. 5000 


Ж 参数 说 明 向 量 options 共有 18 个 分 量 ,包含 了 在 优化 程序 中 需要 用 到 的 所 有 参 
ж. 第 13 个 分 量 的 功能 是 等 式 约束 条 件 . 例如 options(13) =1 表明 第 一 个 约束 条 件 是 等 
式 约束 ,options(13)=3 表明 第 1 至 第 3 个 约束 条 件 是 等 式 约束 ,因此 1,3 表示 等 式 约束 
的 个 数 . 等 式 约束 条 件 必须 放置 在 变量 的 前 几 个 分 量 中 . 

1.2.3 ”线性 最 小 二 乘 问题 

众所周知 ,已 知 实测 数据 (2i,y.) 511,2, от, Д о 6 136) yi Sft) ,i=1,2， 
om EALAR 

y= Sapi, n&m 

去 拟 合 曲线 y= fo , 则 问题 归结 为 求 超 定 方程 组 的 解 , 即 解 方程 组 Ax 一 b, 其 中 


1а а as. g ao > 

l t tř t" a ж» 
А= уза E Же” 

Ls nt ta". a, m. 
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可 以 证 明 Ах =b 的 非常 义 解 (最 小 二 乘 解 ) 即 是 如 下 线性 最 小 二 乘 问题 的 解 : 
min, 1 Ax—bll:. 
тє. 


Matlab 给 出 了 非 负 的 线性 最 小 二 乘 问题 的 解法 : 
| min, lAx—bl;; 
z 


s. t. x>0. 
Matlab 的 内 部 函数 为 lsqnonneg(A, b') ,其 中 A ЖЕГЕ О ЕРЕ, b 表示 右 
端 项 . 

例 7 解 超 定 方程 组 

2z+4y=11, 

3z-5y=3, 

z+2y=6, 

2r+y=7. 
上 述 方程 组 的 矩阵 形式 为 4 一 0, 其 中 

4 
A= | Fi К =[]. ь=(11,3,6,7)Т. 


1 
W ”直接 对 Matlab 的 Command 空间 发 布 指令 : 
A=[2 43 —5;1 2;2 1]; 
b=[11 3 6 7J; 
x1=Isqnonneg(A,b'),/ 
xl= 
3. 0403 
1. 2418 
例 8 已 知 实测 数据 如 下 : 
zi|-1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0 0.25 0.50 0.75 1.00 


ж\|0.2209 0.3295 0.8826 1.4392 2.0003 2.5645 3.1334 3.7061 4.2836 


x 


PCO K£ у= FG). 
解 (1) 一 次 多 项 式 拟 合 . 设 


y=atbz, 


并 将 实测 数据 (zi,y;)i-rms 代 和 人 上 式 得 超 定 方程 组 
Ax=y. 


其 中 
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—1.000 0 . 220 


3 1.0000 Joxz А. 283 6J 9x1 
Matlab 指令 : 
A=[1 —1.0000;1 —0.7500;1 一 0.5000;1 —0.2500;1 0.0000;° 
1 0.2500;1 0.5000;1 0.7500;1 1.000]; 
yl=[0.2209 0.3295 0.8826 1.4392 2.0003 2.5645… 
3.1334 3.7061 4.2836]; 
x1=Isqnonneg(A,y1'),/ 
х1= 
2.0622 
2.1338 
〈2) 二 次 多 项 式 拟 合 . 9 
?一 ao +аух аг2°, 


将 实测 数据 (zi,yi)i=15 代 人 上 式 得 超 定 方程 组 


Ax=y. 
其 中 
1 2 
i Tı т; а; э 
Ti 2; 一 一 
A= | ха |, у |> 
1 z z? š Д 
Matlab #4: 


А=[1 一 1.0000 1.0000; 1 —0. 7500 0. 5626;--:;1 —0.5000 0. 2500;--- 
1 0.2500 0.0625; 1 0.0000 0. 0000; 1 0. 2500 0. 06253... 
1 0.5000 0. 2500; 1 0.7500 0.5625; 1 1.0000 1. 0000]; 
у1=[0. 2209 0. 3295 0.8826 1. 4392 2.0003 2.5645- 
3.1334 3.7061 4. 2836]; 
х1 =1ѕапоппев(А,у1');/ 
х1= 
1. 9599 
2.1338 
0. 2455 
注 对 于 三 次 多 项 式 拟 合 ,使 用 Matlab 命令 将 导致 失败 . 因为 三 次 多 项 式 拟 合 时 ,其 
系数 向 量 (ao ,al ,azyas)T 一 (1. 959 9,2. 427 2,0. 245 5, —0. 388 1)7 中 的 第 4 个 分 量 为 负 
数 ,这 就 违反 了 非 负 的 条 件 . 在 本 附录 3.3 中 我 们 将 介绍 多 项 式 拟 合 的 一 般 方 法 (去 掉 工 
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非 负 的 限制 ). 
1. 2.4“” 非 线 性 最 小 一 乘 问题 


数学 模型 :min ПЕС) 13 ,其 中 
FO) = (р ба), раа) fala), XET Ern)". 
通常 将 其 写成 平方 和 的 极 小 形式 
minS(x) = > fiw. 


上 述 问题 的 实际 意义 为 :给 定 实测 数据 (tvyDi-rs ДИР еу 65) y=). 如 果 拟 
合 函数 不 是 代数 多 项 式 形式 ,如 : 
y(t,x) =z, 十 zzexp(tza) (一 元 三 参数 问题 ,i 为 实数 ,zx 为 三 维 向 量 )， 
sedri 《二 元 三 参数 问题 ,为 二 维 向 量 ,z 为 三 维 向 量 )， 
则 采用 非 线性 最 小 二 乘法 作 偏差 平方 和 函数 , 即 
50) = Ë [yG O) =»? = rw. 


其 中 偏差 为 убх) y= fi), i=l,m. 

Matlab 函数 lsqnonlin(“f? ,x) 给 出 了 求解 上 述 非 线 性 最 小 二 乘 问题 的 算法 ,其 中 “f” 
代表 平方 和 函数 SCz),“x" 是 给 定 的 初始 点 . 

例 9 一 元 三 参数 问题 . 设 已 知 数据 如 下 : 


б Hy 5 如 一 一 3 t =1 t =3 ts=5 „=-—1 


ж |у =127 yx =151 уз =421 у =460 ys =426 ys =379 


拟 合 函数 у(х) = аеро), 
500) = Ук э) — y = Br 十 zaexp(tizs) — у]. 
给 定 =(580, 一 180,0. 167, 5% =0.3 X10. 


解 (1) 自 定义 外 部 函数 . 
function S=f(x) 
t=[-5 —3 1 3 5 -—1J 
y=[127 151 421 460 426 379]; 
S=0.0; 
for i=1 +6 
5=5+(х(1)+х(2) ж exp(t(i) ж x(3))—y(i))2 
end 

DFR f.m. 

(3) 调 用 : 
x=[580 一 180 —0.16]; 
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x=lsqnonlin f’, x) 
x= 
523. 3000 —157. 0000 —0. 1994 
5={сд 
s= 
0. 1300 * 10° 


1.3 数据 分 析 


1.3.1 数据 的 输入 和 输出 


1) 键 盘 输入 单个 参数 (input 命令 ) 
例 1 fz)=[(z—0. 3)*+0.01]+[(z—0. 9)?+0.04]—6, 
计算 f(z) 的 值 ,其 中 工 是 待 输 入 参数 . 
й 1) 建立 函数 文件 f. m( 存 盘 ). 
function y={(x) 
у=((х—0. 3) A2+0. 01)+((x—0. 9) A2+0. 04)—6; 
(2) 建 立 文本 文件 з. m( 存 盘 ). 
x=input( “inputx: 7); 
у=!) 
(3) 运 行 s. m. 
sx (在 Command 空间 发 布 ) 
屏幕 显示 : 
input: 
5w (Command 空间 发 布 ) 
屏幕 显示 : 
y= 
32.95 
2) 用 矩阵 输入 (小 型 矩阵 ) 
例 2 解 线性 方程 组 kx 一 b, 其 中 


1 12 1⁄3 
ат 1/3 ww. x=(z1,72,73)T, b=(11/16,13/2,47/60)™. 
1/3 1/4 1/5 

解 (1) 建 立 文本 文件 solution. m( 存 盘 ). 

a=[1 1⁄2 1/3;1/2 1/3 1/4;1/3 1/4 1/5]; 

b=[11/16 13/12 47/60]; 

x=aNb' 
(2) 运 行 solution. m. 

solution w (Е Command 空间 发 布 ) 
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3) 用 数据 文件 输入 (大 型 矩阵 ) 
例 3 经 济 (longley) 数 据 . 
某国 (或 某 地 区 )1947 年 一 1962 EGE 16 年 ) 的 经 济 数据 如 附 表 1 一 1 所 示 . 


附 表 1 一 1 
年 份 GNP GDP 失业 率 军队 人 数 人 口 就 业 率 
1947 x x x x x x 
1948 x x x x x x 
1949 x x x x x x 
1962 x x x x x x 


Æ ”GNP 表示 紧缩 率 ,GDP 表示 国民 生产 总 值 . 


附 表 1 一 1 内 的 数据 构成 16X7 阶 和 矩阵 , 若 用 前 面 两 种 方式 输入 显然 不 宜 , 下 面 用 数 
据 文件 输入 . 
MM (1) 建 立 数据 文件 (或 文本 文件 ) longley. dat, 在 Edit 环境 下 写 人 如 下 数据 块 (16 
行 ,7 列 ): 
X X X X X X x 
ЧЕ 
(2) 存 盘 longley. dat. 
(3) 调 用 : 
longley x“ 
屏幕 显示 16X7 数据 块 ,再 调用 : 
[n,p]=size(longley) 
屏幕 显示 : 


(4) 也 可 建立 文本 文件 longley. m. 设 赋值 变量 名 为 idata, 在 Command 空间 键入 
idata=[X X X X X X Xxy ee eX X X X X X X]; 
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[n,p]=size(idata) 
建立 文本 文件 longley. m 存盘 后 再 调用 : 


longley. m 
屏幕 分 别 显示 出 16X7 阶 的 以 变量 idata 标识 的 数据 块 以 及 与 上 面相 同 的 n,p (А. 
1.3.2 列 数 据 分 析 
下 列 内 部 函数 具有 列 数 据 的 分 析 功 能 : 
给 定 longley 16х7 MER 

max(longley) longley 的 各 列 的 最 大 值 所 构成 的 行 向 量 
min(longley) longley 的 各 列 的 最 小 值 所 构成 的 行 向 量 
mean(longley) longley 的 各 列 的 平均 值 所 构成 的 行 向 量 
mediam(longley) longley 的 各 列 的 中 值 所 构成 的 行 向 量 
std(longley) longley 的 各 列 的 标准 差 ( 均 方差 ) 所 构成 的 行 向 量 
sum(longley) longley 的 各 列 元 素 总 和 所 构成 的 行 向 量 
prod(longley) longley 的 各 列 元 素 乘 积 所 构成 的 行 向 量 


若 给 定 x 为 列 向 量 , 则 max(x),min(x),…,prod(x) 均 为 数 ; 若 x 为 行 向 量 , 则 它们 
仍 为 行 向 量 . 

例 4 RIER longley 的 误差 矩阵 . 

一 个 给 定 矩 阵 的 误差 矩阵 是 由 该 矩阵 每 一 列 元 素 分 别 减 去 该 列 元 素 的 均值 所 形 
成 的 . 

М ”发布 如 下 指令 : 

[n,p]=size(longley),/ 

屏幕 显示 : 


e=ones(n, DY 
屏幕 显示 : 


1 
ү 
1 
m=mean(longley)x 
屏幕 显示 : 
m= 
1. 0e+003 
1.9550 1.0120 0.3975 0.3351 0.2798 0.1174 0.0660 
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mean=longley—e*m 
屏幕 显示 longley 的 误差 矩阵 (16X7 阶 ). 
Ж 设 m=[m(1) т(2) m(3) т(4) m(5) m(6) т(7)]. 


1 
1 
em = š [т(1) m(2)--m(7)] 
1 
m(1) m(2) ++ m(7) 
= m(1) m(2) = m(7) 
(1) m(2) = m(7). 


longley—e x m 是 从 longley 的 各 列 分 别 减 去 各 列 的 均值 mO (i=1,7) 而 形成 的 误 
差 矩 阵 , 即 
X—m(1) X-—m(2) ++ X 一 m(7) 
X—m() X=m(2) + x—m(7) 


х—п(1) x-m() + Ха) 
1.3.3 ”实测 数据 归 一 化 (标准 化 》 


当 试图 对 某 组 数据 进行 拟 合 或 回归 时 ,首先 应 对 数据 标准 化 ,以 改善 结果 的 精确 度 ， 
设 数据 块 longley 为 16X7 阶 矩 阵 . 标准 化 该 数据 的 方法 为 : 
(1) 移 去 均值 ,得 误差 矩阵 . 
e=ones(length(longley) ,1); 
x=longley—e * mean(longley) ; 
(2) 标 准 化 ,即将 x 化 为 单位 标准 差 矩 阵 . 
std(x); 
e*std(x); 
х= x. /(e * std(x)); 
Ж #5402) =[S; , S27 S]A 


51, So = S 
5, 8, = 5 
е мас) |? "|. 
So So с" S 


(3) 对 单位 标准 差 矩阵 ,计算 相关 系数 矩阵 . 
х' ж х/(п—1) (n=length(longley)) 


апз= 
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x x š x x Cl16x7 阶 ) 
x X X x X X x 
其 中 相关 系数 x=1. 
先 不 对 longley 标准 化 ,直接 求 相关 系数 : 

corrcoef(longley) 

ans= 
X X X X X X X 
Р Е Ки (16х7 K 


Е Ж. E. 
其 中 相关 系数 “Xx” 最 小 值 为 一 0. 177 4, 最 大 值 为 1. 000 0. 
1.3.4 多 项 式 拟 合 


下 面 介绍 多 项 式 拟 合 的 两 种 方法 . 
1) 解 超 定 方程 组 Ax =b( 对 х 不 作 非 负 的 限制 ) 
设 实测 数据 (i ,y;)i-Ta, 令 拟 合 多 项 式 


YA) =at" Жа +++ +a, +а,. 


将 (tyy) 代 和 人 上 式 , 得 


+ 
yG) Saoti" Harti +e Hanita Жа, Fyi i=1,2,--,m, 


从 而 形成 超 定 方程 组 Ax =b, 其 中 


ji 


X= (ао заз" san1 san)" 


b=(Cyor yis Ynn)". 


该 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 , 即 极 小 问题 14x 一 bl3 的 解 x` 为 所 求 的 拟 合 系数 


х* =(а$ var ay) 

实现 上 述 过 程 的 Matlab 程序 步骤 为 : 
第 一 步 ,形成 超 定 方程 组 的 系数 矩阵 4, 即 

for j=1:(n+1) 

AG,j)=t. A(n+1—j); 

end 
第 二 步 , 解 超 定 方程 组 Ax=b, B 

х=А\Ь 
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E 超 定 方程 的 系数 矩阵 ARTERE, ARERR {е T £ XL P LEE. 这 
R A 的 左 广 义 北 阵 4 去 一 (ATA)-14T, 故 x 一 A 直 5 一 (ATA) 'ATb, Pp 
x=inv(A'A) + А' * b; 

下 面 编写 Matlab 程序 : 
Matlab 函数 lsqnonlin( “f”, х) 
x=Isqnonlin(*f',x) 
设 实测 数据 (4 ,yw),i=0,1,…，,10, 如 下 表 : 

unlo 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0 

y [2.1 23 25 29 3.2 33 38 41 49 5.4 5.8 


用 三 次 多 项 式 拟 合 上 述 实测 数据 (一 3). 
下 面 编写 Matlab 程序 : 
(了 ) 定 义 文本 文件 fitting. m. 
t=0:0.1:1; 
b=[2.1 2.3 2.5 2.9 3.2 3.3 3.8 4.1 4.9 5.4 5.8]; 
n=input('input п: )， 
forj=1: (n+1) 
AGD =t. (n+1-)); 
end 
x=A\b 
(2) 存 盘 fitting. m. 
(3) 运 行文 本 文件 : 
fitting 
屏幕 显示 : 
input n: 3 
屏幕 显示 : 
х= 
0. 6993 
1.2005 
1. 8869 
2.1077 
(4) 若 需 画 出 拟 合 函数 的 图 形 ,只 需 在 文本 文件 fitting. m 中 加 入 以 下 内 容 : 
t=0. 05 : 0.1 + 1. 05; (0. 05 为 初 值 ,0. 1 为 步 长 ,1. 05 为 终 值 ) 
u=polyval(x,t); 
Plot(t.u,s,b,° +”); 
在 上 述 各 语句 中 ,各 标志 变量 的 含义 为 : 
x 一 一 实测 数据 自 变 元 值 ; 
ut 一 一 拟 合 多 项 式 的 值 ; 
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b 一 一 实测 数据 函数 值 ; 
s 一 一 拟 合 系数 向 量 ; 
t 一 一 等 距 原点 . 
(5) 运 行 . 
fitting 
屏幕 显示 图 形 如 附录 图 一 3, 图 中 实 线 代表 拟 合 曲线 ,“+” 代 表 实 测 数据 的 散 点 . 


2) 直 接 调用 Matlab 内 部 函数 
直接 调用 Matlab 内 部 函数 
polyfit(x,y,n) 
其 中 参数 向 量 x,y 表示 实测 数据 ,n 表示 拟 合 多 项 式 的 次 数 . 
(1) 建 立 文本 文件 fitting. m. 
t=0:0.1:1s 
b=[2.1 2.3 2.5 2.9 3.2 3.3 3.8 4.1 4.9 5.4 5.8]; 
n=input( “input n:”) 
x=polyfit(t,b,n) 
〈2) 存 盘 fitting. m. 
(3) 运 行 : 
Fitting 
屏幕 显示 : 
input n: 3 
屏幕 显示 : 
x= 
0.6993 
1.2005 
1. 8869 
2.1077 
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1.3.5 “多 元 线性 回归 
为 处 理 例 3 中 的 经 济 数据 , 现 考虑 六 元 线性 回归 问题 . 设 实测 数据 如 下 : 
Gtastastastasta stay), i=1,m, 
其 中 回归 自 变 元 t,t ，,…,ts 以 及 回归 因 变 元 у 均 为 随机 变量 . 设 六 元 线性 回归 方程 
Ў=аһ +@и rdyts 二 at +áts 十 its +ár, 


即 对 于 ba ,ts,…,ts 的 每 一 组 值 ,有 


у Мала 十 aztz 十 … +asts Жату), 


Jüha,G=1,6),ə 均 为 未 知 参数 , 且 不 依赖 4(i=1,6), 亦 即 
y=aj + +asts +ar +e, e~N(0,0). 
下 面 利用 所 给 实测 数据 去 估计 参数 a.(i=1,6) 的 值 a;(i=1,6) ,从 而 得 到 回归 方程 


=à +dzts ++ +dets +@. 


参数 Gi(i=1,6) 的 估计 ,采用 极 大 似 然 法 


记 һ=[ш ta … tm] 
t=[t tz ы] 
һ=[а ш … tm] 
y=[y x x=], 
x=[d dx + Фэй]. 

从 而 形成 超 定 方程 组 的 系数 矩阵 
tt 
A йз ba t 1 
fa ба … ta llo 
由 超 定 方程 组 kx=y 解 得 


x=A/y 
例 5 给 出 16X7 的 数据 块 longley. 现 以 longley 的 前 6 列 数据 (年 份 ,GNP,GDP, 失 
业 率 ,军队 人 数 ,人 口 数 ) 线 性 回归 第 7 列 数 据 一 一 就 业 率 . 
解 (1) 标 准 化 longley, 得 单位 标准 差 矩 阵 . 
x=x * /(e * std(x)) 
DA: 
у=х(:,7) 
《3) 形 成 超 定 方程 组 的 系数 矩阵 . 
A=[x(:,1:6) ones(y)] 
(4) 形 成 超 定 方程 组 . 
Ax=y 
(5) 求 解 : 
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x=A/y' 

Ж Yli ås) 代表 回归 方程 的 参数 向 量 的 估计 值 , 即 为 问题 之 所 求 . 

下 面 用 Matlab 编程 : 

(1) 建 立 文本 文件 coef. m. 
e=ones(length(longley) ,1); 
x=longley—e * mean(longley); 
x=x * /(e * std(x)); 
y=x(:,7); 

A=[x(:,1:6) ones(y)]; 
xl 一 ANy 
〈2) 存 盘 coef. m. 
(3) 运 行 : 
coef ^ 
屏幕 显示 : 

== 

1. 0e 十 003 * 
0.0018 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0. 0000 
0. 0000 

—3. 4982 


1.4 ”数值 分 析 常 用 算法 


Algo. 1 一 元 ”点 Lagrange 插值 


1) 方 法 简介 
给 定 实测 数据 (zi,yD)i=m ,其 中 z, z, (1 5), у; = / Ст) ,利用 Lagrange 插值 公式 计 


算 插 值 点 zx 对 应 的 函数 值 
yD = Dyha), 
ё 


其 中 LG) = H 2—6. 
2) 函数 语句 及 参数 说 明 
函数 语句 为 


y=lagr(xo ,yoynyx) 


调用 М 文件 lagr. m, 其 中 各 参数 说 明 如 下 : 
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хо ?个 下 标 元 素 的 一 维 实 型 数组 ,输入 参数 ,存放 给 定 的 插值 节点 . 

yo 一 一 ”个 下 标 元 素 的 一 维 实 型 数组 ,输入 参数 ,存放 插值 节点 相应 的 函数 值 . 
п 一 一 整 型 变量 ,输入 参数 ,节点 个 数 . 

x 一 一 实 型 变量 ,输入 参数 ,插值 节点 . 

y 一 一 实 型 变量 ,输出 参数 ,插值 结果 . 

3) 子 程序 lagr. m( 在 Matlab 编辑 空间 写 人 并 存盘 ) 


function у=1арт(хо,уо,п,х) 


у=0,0; 
for k=1:n 
р=1.0; 
for ј=1:п 
if j~=k 
р=р * (х ҳо (у))/х (k) —x G); 
end 
end 
у=р * yo(k)+y; 
епа 
4) 主 程序 


方式 1 在 Matlab 命令 空间 发 布 如 下 命令 : 
x=[x x x]; 
yo=[x x X]; 
n=X; x=X; 
у=1арг(хо ,уо,п, X) 
屏幕 显示 : 
y= 
x 
Ж X 代 表 输入 数据 或 输出 数据 ,一 个 X 代 表 一 个 数 , 三 个 X 代 表 多 个 数 . 
方式 2 在 Matlab 编辑 空间 写 入 M 文件 L. m: 
»=[х x x]; 
yo=[x x x]; 
n=X; х=х; 
y=lagr(xo,yo,n,x) 
存盘 L. m, 然 后 在 Matlab 命令 空间 发 布 命令 : 
Lm 
REER: 


x 


例 6 BA а) ет 的 数据 如 附 表 1 一 2 所 示 , 试 用 三 次 插值 计算 z=0.35,0. 55 处 
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附 表 1 一 2 
To —0.6 一 0.4 一 0.2 0 0.2 0.4 0.6 
> | 0.697676 | 0.852114 | 0.960789 1 0.960789 | 0.852114 | 0.697676 
解 采用 方式 1, 在 Matlab 命令 空间 发 布 如 下 指令 : 
xo=[—0.6 —0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4 0.6]; 


уо =[0. 697676 0. 852114 0.960789 1.000000 0.960789 0. 852114 


0. 697676]; 
п=3; 
y=lagr(xo ,уозп,0. 35) 
屏幕 显示 : 
y= 
0. 885305 
y=lagr(xo ,yo,n,0. 55) 
屏幕 显示 : 
y= 
0. 739279 


Аво. 2 Romberg 方法 求 积 (逐次 半分 加 速 7 


1) 方 法 简介 

用 逐次 半分 加 速 方法 计算 定 积分 的 近似 值 ,其 中 : 
{Т ) oa… 代 表 梯形 积分 值 序列 ， 

(TP },-ол. К Simpson 积分 值 序列 ， 

(TP =a PRE Cotes 积分 值 序列 ， 

(TË jacou.… 代 表 Romberg 积分 值 序列 ， 


梯形 积分 值 序列 递 推 公式 以 及 各 个 积分 值 序列 之 间 的 加 速 组 合 公式 见 本 书 4 3 


Romberg 算法 设计 . 

2) 函 数 语句 及 参数 说 明 

函数 语句 为 

[R,n]=rombg(a,b,eps) 

调用 文件 rombg. m, 其 中 各 参数 说 明 如 下 : 
实 型 输入 参数 ,积分 下 限 . 
b 一 一 实 型 输入 参数 ,积分 上 限 . 
eps 一 一 实 型 输入 参数 ,精度 ( 正 小 数 ). 
R 一 一 实 型 输入 参数 ,积分 结果 . 


a 
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n 一 一 实 型 输入 参数 ,标志 当 n>0 时 求 积 成 功 ; 当 n<0 时 积分 值 不 满足 精度 ,但 步 长 
hh 已 为 零 . 
3) 在 rombg. m 中 所 调用 的 函数 >= /(z) 是 由 用 户 自 定义 的 函数 ,用 上 m 文件 表示 . 
4) 子 程序 rombg. m 
function[ R. n]=rombg(a, b, eps) 
R=10; 


t(1,1)=b—a ж (а) +í(b))/2; 
while(abs(R—Ro)>eps) 
h=(b—a)/2`(k—1); 
w=0; 
if(h~=0) 
for i=1 : (2-(k—1)—1) 
w=w+Í(a+i* h) 
end 
t(k,1)=hx (f(a)/2+w+Í(b)/2); 
for j=2 : k 
for i=1 : (k—j+1) 
t(i,3) 一 4(j 一 1) * tCi+1,j 一 1) 一 t(ij 一 1D)…/(4G 一 1) 一 1); 
end 
end 
R=t(1,k); 
Ro=t(1,k—1); 
k=k+1; 
n=k; 
else R=Ro; 
n=—k; 
end 
end 
5) 主 程序 
a=X;b=X;eps=X; 
[R,n]=rombg(a,b,eps),/ 
屏幕 显示 : 
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т 计算 积分 T- | girde 的 近似 值 . 

解 E Matlab 命令 空间 发 布 如 下 指令 : 
a=0;b=1;eps=0. 5X105; 
[R,n]=rombg(a,b,eps),/ 


屏幕 显示 : 
R= - 
3. 141592653638244e+000 
n= 
7 
Ж (1)R 的 精确 值 为 x;n==7 表示 精度 满足 ,积分 成 功 ;被 积 函 数 求 值 次 数 为 8. 
(2)f, m 文 件 为 
function y={(x) 
y=4/(1+x2) 
Algo.3 ”Gauss 一 Seidel 迭代 法 
1) 方法 简介 
设 Ax=b, А= (ау), b=(b,ba,"",b,)T. 
用 Gauss 一 Seidel 迭代 法 解 Ax =b 的 算法 详 见 本 书 4. 2.3. 
2) 函 数 语句 及 参数 说 明 
函数 语句 为 


S=seidel(a,b, x,n,eps) 

调用 文件 seidel. m, 其 中 参数 说 明 如 下 : 
nXn 个 下 标 元 素 的 二 维 实 型 数组 ,输入 参数 ; 
b nn 个 下 标 元 素 的 一 维 实 型 数组 ,输入 参数 ; 
x 一 一 个 下 标 元 素 的 一 维 实 型 数组 ,最 初 存放 初始 迭代 向 量 , 最 后 存放 解 向 量 ; 
n 整 型 输入 参数 ,线性 方程 组 的 阶 数 ; 
eps 一 一 实 型 输入 参数 ,精度 ( 正 小 数 ). 
3) 子 程序 seidel. m 

function S=seidel(a,b,x,n,eps) 

k=1; 

eorr=0; 


for i=1 : n 
t=x(i);x(i)=0; 
x(i)=(b(i)—aGi,;) ж п) /а(1,1); 
еотг=тах(аЬѕ(1— х(1)) ,еогг); 
епі 
1СаЬѕ(еогг) >ерѕә)Ә к= К+1; 
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return; 


end 


4) 主 程序 
a=[x х x]; 
b=[x x х]; 
х=[х х x]; 
п= Хх; 
ерѕ= Х; 
S=seidel(a,b,x,n,eps)⁄/ 
屏幕 显示 : 
s= 
x x x 
eorr= 
x 
例 8 用 Gauss 一 Seidel 迭代 法 解 Ах =b, Д 
а Sep ost 
10.10: 51: 1 


А= ， 0 一 (一 4,12,8,34)7. 


= 
-1 -1 -1 10 
解 在 Matlab 命令 空间 发 布 如 下 指令 : 
a=[5 —1 -1 -1l;-1 10 -1 -13-1 -1 5 
1 10]; 
b=[—4 12 8 34]; 
x=[0 0 0 0]; 
n=4; ерѕ=0. 0005; 
S=seidel(a,b,x,n,eps)/ 
ы 
0. 99897849430002 
1. 99958456867649 
2. 99953139743435 
3. 99980944604109 
к= 
8 
eorr= 
1. 697029148829410х107* 
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注 迁 代 8 次 ,ze —x@ |< =eorr. 
Algo. 4 次 代数 方程 求 根 指令 


设 实 系数 n 次 方程 
2" Жазз" Harr? ++ +arir +a, =0, 
其 系数 为 n+1 维 向 量 
р=[1,а, saz," а-а, 
在 Matlab 命令 空间 直接 发 布 命令 
roots(p) 
可 求 得 所 给 ”次 方程 的 根 . 该 指令 所 调用 的 程序 模块 是 根据 多 项 式 友 阵 的 特征 根 的 方法 
编写 的 . 
йэ RAF 8 次 方程 的 根 . 
29 —36z! +546z5 一 4 536z° +22 4492* 一 67 284z3 +118 1242? 一 109 584z 十 40 320 =0. 
解 ”发布 以 下 指令 : 
p=[1 —36 546 一 4536 22449 一 67284 118124 一 109584 40320]; 
roots(p)⁄/ 
屏幕 显示 : 
ans= 
87654321 
即 方程 的 8 个 根 依次 为 
m =8, z;=7, z; =6, д=5, zs=4, ze=3, 20=2, 218—1. 
若 将 7 次 项 的 系数 修改 为 一 37, 发 布 指令 : 
pC2)=—37 
屏幕 显示 : 
p= 
1 —37 546 一 4536 22449 一 67284 118124 一 109584 40320 
发 布 指令 : 
roots(p) 
屏幕 显示 : 
ans 一 
16. 1192 
5. 0351+5. 149i 
5.0351—5. 1491 
2.08210+1. 72811 
2.8210—1. 72811 
2. 8244 十 0. 24941 
2. 8244 一 0. 2494i 
0. 9998 
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第 二 个 方程 的 8 个 根 中 ,除了 2 个 实 根 16. 119 2 和 0. 999 8 外 ,其 余 6 个 根 都 是 复 
ж. 可 见 , 一 个 多 项 式 的 系数 有 微小 变化 对 方程 的 根 有 很 大 的 影响 . 


Algo. 5 7 次 代数 方程 求 根 的 Newton 迭代 法 


了 用 方法 简介 
设 实 系数 n 次 代数 方程 
fz) =a" Жаух" +++ Hani Tz +a, =0. 
用 Newton 迭代 法 求 该 方程 在 初始 点 хо 附近 的 一 个 根 ,算法 详 见 本 书 2. 3. 3. 
2) 函 数 语句 及 参数 说 明 
函数 语句 为 
y=newton(a,n, xoynoyeps) 
调用 M 文件 newton. m, 其 中 参数 说 明 如 下 : 
a — п+1 个 下 标 元 素 的 一 维 实 型 数组 ,输入 参数 , 按 降 寡 存放 方程 系数 . 
n 一 一 输入 整 型 参数 ,方程 的 阶 数 . 
x 一 一 输入 实 型 参数 ,迭代 初 值 . 
mo 一 一 输入 整 型 参数 ,最 大 和 迭代 次 数 . 
eps 一 一 输入 实 型 参数 ,控制 根 的 精度 . 
3) 子 程序 newton. m 
function y=newton(a,n, xo ,no ,eps) 
x(1)=xo; 
b=1; 
i=]; 
while(abs(b)>>eps * х(1)) 
і=1+1 
х0) =х01—1) (а, п, х(1—1))/4а,п,х(1—1)); 
b=x()—x(i—1); 
if(i>no)errorCn。 is full); 
return; 
end 
end 
y=x(i); 
i 
4)M 文件 newton. m 的 调用 
.在 M 文件 newton. m 中 要 调用 两 个 函数 语句 ,一 个 用 工 m 文件 存盘 ,用 以 计算 n C£ 
多 项 式 的 值 , 即 
function y=f(a,n,x) 
y=0. 0; 
for i=1 : (n+1) 
260 


y=y+a(i) ж x(n+1—i); 
end 
另 一 个 用 df. m 文件 存盘 ,用 以 计算 nn 次 多 项 式 的 一 阶 导数 值 . 
function y=dí(a,n,x) 
y=0. 0; 
ог і=1 +: n 
y=y+a(i) * (п+1—1) ж CCn 一 Dj; 
епі 
5) 主 程序 
а=[х х x]; 
n=X; 
x= X; 
eps=X; 
y=newton(a,n, Xo , no seps) 
屏幕 显示 : 
y= 
X( 方 程 的 根 ) 
i= 
X GERKO 
例 10 Ж С) =x +2х* 二 10z 一 20 在 zo=1 附 近 的 根 . 
解 发 布 如 下 指令 : 
а=[1 2 10 -20]; 
x=l; 
mo 一 100; 
ерѕ=1е—8; 
у= пемќоп(а, п, Xo ,no ,eps) 
屏幕 显示 : 
y= 
1. 368808107821373e+000 
i= 
6 


Algo.6 ”一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 求解 
1) 方 法 简介 

ы у =fG,y), 

Ë (Ge tE€[a,b]. 


求解 上 述 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 Runge 一 Kutta 方法 详 见 本 书 8. 5. 1. 
2) 函数 语句 及 参数 说 明 
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函数 语句 为 
[х,у ]=о4ае23(*ургїте? ,to, tfinal, yo ,tol) 

调用 M 文件 ode23. m, 其 中 各 参数 说 明 如 下 : 

yprime 一 一 输入 参数 ,由 用 户 提供 的 方程 的 右 函数 文件 名 字 串 . 例如 右 函 数 为 funCt,y)， 
则 yprime=fun. 
t 的 起 始 值 ,输入 实 型 参数 . 
t 的 终 值 ,输入 实 型 参数 . 

У 初始 值 ,输入 实 型 参数 . 

tol 一 一 输入 参数 ,控制 解 的 精度 ( 缺 省 值 :tol 一 le 一 6). 

t 一 一 输出 参数 ,根据 精度 需求 ,算法 自动 选取 自 变量 的 结 点 值 ( 列 向 量 ). 

y 一 一 输出 参数 ,最 终 计 算 所 得 方程 的 数值 解 ( 列 向 量 ). 

3) 子 程序 ode23 

注 ode23 表示 用 二 阶 和 三 阶 Runge 一 Kutta 公式 求解 初 值 问题 (程序 略 )iode45 表示 用 
四 阶 和 五 阶 Runge 一 Kutta 公式 求解 初 值 问 题 ,是 一 个 高 精度 方法 , 且 其 使 用 方法 与 ode23 
相同 . 

例 11 Multhus 及 Logistic 人 口 模型 计算 . 

在 本 书 8. 1. 1 中 分 别 列 出 了 上 述 两 个 人 口 模型 


уе g 1 =ry(1 -#), 
у) >» уб) =». 


在 上 述 两 组 公式 中 ,r 为 人 口 自 然 增长 率 (r 一 1. 4%);k 为 环境 容纳 量 ( 设 k=36 42). 
H 1982 年 我 国人 口 为 10. 154 1 亿 ,试用 上 述 两 种 不 同 的 人 口 模型 计算 从 1980 年 至 2050 
年 共 70 年 内 我 国人 口 的 变化 数据 ,并 给 出 对 应 的 增长 曲线 . 
解 ” 首 先 建立 两 个 方程 不 同 的 右 函 数 
function Z=peopl (x,y) 
Z=0. 014 ж y; 


to 


tfinal 


function Z—peop2(x,y) 
Z=0.014 ж уж (1—y/36); 

并 在 Matlab 编辑 空间 分 别 用 两 个 M 文件 peopl. m Ж peop2. m 存盘 

主 程序 “在 Matlab 命令 空间 发 布 命令 ; 

[t1,y1]=ode23( “peopl’ ,1982,2050,10. 1541); 
[t2,y2]=0de23(“ peop?’ ,1982,2050,10. 1541); 
plot(t1,y1,t2,y2)/ 

屏幕 显示 70 年 内 我 国人 口 变化 数据 及 对 应 的 增长 曲线 ,如 附录 图 4 所 示 . 
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10 
1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050 
附录 图 4 
计算 结果 显示 ,2050 年 中 国人 口 的 数量 按 Multhus 模型 预测 值 y 大 约 为 26 亿 ,而 
按 Logistic 模型 预测 值 y; 大 约 为 18 42. 


Algo.7 “一 阶 常 微 分 方程 组 初 值 问题 求解 


1) 方 法 简介 
设 一 阶 方程 组 的 初 值 问题 
y =fG,y), 
Ito) =y» Є[а,&]. 
HEP y) (у (0) sya CE) rts Ya (0907, у) =Сую,» yo y0)". 
求解 上 述 方程 组 初 值 问题 的 算法 见 本 书 8. 1. 1. 
2) 函 数 语句 及 参数 说 明 
函数 语句 为 
[t.y]=ode23(“yprime?,to,tfinal,yo ,tol) 
其 中 各 参数 说 明 与 Algo. 6 中 的 函数 语句 基本 一 样 ,只 是 “yo” 及 “y" 的 内 容 有 区 别 : 
y 一 一 输入 参数 , 列 向 量 ,存放 初始 向 量 . 
у 一 一 输出 参数 ,返回 ”组 解 yi(D ,y: (0), уа С) ( 均 为 列 向 量 ). 
0112 Lotka 一 Volterra 捕食 者 和 被 捕食 者 模型. 本 书 8. 6. 2 中 列 出 了 该 模型 的 一 阶 


常 微分 方程 组 
че =y-ayı yz» 
pa = –> +Вулуг. 


其 中 m ,ya 分 别 代表 被 捕食 者 (野兔 ) 和 捕食 者 (狐狸 ) 的 数量 . 
取 参 数 
а=0.01, 8=0.02, z€(0,15). 
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初 值 
加 (0) =20, yz(0) =20. 
试 计算 时 间 范 围 在 (0,15) 内 ,两 个 种 群 的 数量 变化 及 相应 的 生长 曲线 . 
解 首先 建立 上 述 方程 组 的 右 端 函数 . 
function yp=lotka(x,y) 
yp=diag([1—0. 01 * y(2),—1+0. 02 * y(1)] * y); 
在 Matlab 编辑 空间 存盘 M 文件 . 
lotka. m 
主 程序 在 Matlab 命令 空间 发 布 命令 : 
to=0; 
tfinal=15 ж (1+ерѕ); 
уо=[20 20] 
[t,y]=ode23Clotka’, to, tfinal, уо) ; 
plot(t,y)/ 
屏幕 显示 被 捕食 者 及 捕食 者 两 个 种 群 的 数量 变化 规律 的 图 形 ( 见 本 书 8. 6. 2 图 8 一 4). 


264 


附录 了 ”习题 详解 及 参考 答案 


习题 2 解答 


1. 用 二 分 法 求 下 列 方程 的 根 ,要 求 绝对 误差 限 为 0. 005. 
(Dz 一 x 十 4 = 0, 求 根 区 间 为 (一 2, 一 1). 
解 ” 1 确定 二 分 次 数 K: 


因为 绝对 误差 限 e = 0.005 =0.5 x 102, 
МЕД 1+2 
所 以 к-[ 2є |-| 20005 | = [6.8] = 7, 
lg2 lg2 
2 列表 计算 ， 


f(-2) = (一 2)3 一 (一 2) +4 一 一 2 <0 
/с—1) “(—1)#—(—1)+4=4>0 (-2, = 


OF-1.5) >0 (一 2, 一 1) 
@f(—1.75) >0 (2, 一 1.75) 
@/(—1.875) <0 (—1.875, — 1. 75) 
Ф/С- 1.81258) <0 (—1.8125, — 1.75) 
@f/C 1.78125) > 0 (一 1.8125, — 1. 781 25) 
@/(— 1. 796 875) < 0 (1. 796 875, — 1. 781 25) 


ФС 1.789 0625) >0 (一 1.796 875, — 1. 789 062 5) 
& = = 21:796875 —1.7890625 -_1.79296875 ~—1.79. 


2 
(2) 25 = e™, 求 根 区 间 为 (0,1). 
їй 令 f(z) =2r—e = 0, 
绝对 误差 限 e = 0.005 = 0.5 x 102. 
1 确定 二 分 次 数 K: 
[==] Eng 
K= 2 |= 2 x0.005 | ~ [6.6] = 7; 
lg2 lg2 
2 列表 计算 : 
fO =—1<0 
fa) =1.63>0 0,1) 
Ф/0.5) >0 (0,0. 5) 
ОО. 25) <0 (0. 25,0. 5) 
@ 0.375) >0 (0.25,0.375) 
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@/(0.3125) <0 

回 /1(0.34375) <0 
@ 0.359375) > 0 (0.343 75,0. 359 375) 
Фу. 351 5625) <0 (0. 351 562 55,0. 359 375) 

5 ж* = (0.351 562 5 +0. 359 375)/2 == 0. 355 468 75 ~ 0. 36. 

2. 用 二 分 法 搜索 方程 6z 一 4z 一 1 = 0 的 实 根 分 布 情况 ,初始 搜索 区 间 为 (一 2,2) ,并 

求 出 (0,1) 中 的 根 ,精确 到 0. 05. 
解 ”在 区 间 [ 一 2,2] 上, 取 步 长 为 1, 计 算 РС) = 6z 一 4z 一 1 的 函数 值 ,列表 如 下 : 


工 -2 -1 0 1 I 2 
s| =“ 一 3 -1 1. | 39 

可 见 , 在 区 间 [0,1] 上 有 一 实 根 . 据 题 设 所 求 ,近似 根 的 绝对 误差 上 限 为 

є = 0.05 =0.5 х107, 


(0. 312 5,0. 375) 
(0. 343 75,0. 375) 


1 确定 二 分 次 数 K: 
[= >=] Ë 1 一 0 | 
К= 2 |= 2 x0.05 | ~ [3.3] = 4; 
182 162 
2 列表 计算 : 
f) =-1<0 
уа) =1>0 [0,1] 
Df(0.5) <0 [0.5,1] 
@/(0.75) <0 [0. 75,1] 
@/(0. 875) <0 [0. 875,1] 


@/(0. 937 5) > 0 
5 


[0. 875,0. 937 5] 


х* = (0.875 + 0. 937 5)/2 = 0. 906 25 == 0. 9. 
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З. 验证 本 章 例 6 中 迭代 公式 te 一 不 收敛 于 1.5 和 一 2 附近 的 根 , 


解 
一 1.5 

一 1.458 333 333 
= 1.367 163 387 
= 1. 185 137 978 
. 888 195 982 
xs = 0. 566 896 932 


To 


х 


验证 迭代 公式 不 收敛 于 1. 5 附近 的 根 . 取 zo = 1. 5, 列 表 计算 如 下 : 


= 0. 347 296 523 


2 = 0.394 061625 ть 

хт = 0.353 730562 zı, = 0. 347 296 375 
za = 0.348 086 882 zu = 0. 347 296 357 
xə = 0. 347 391921 лу = 0.347 296 355 
хь = 0. 347 307 885 zı = 0. 347 296 355 


хр = 0. 347 297 746 лу = 0. 347 296 355 


验证 选 代 公 式 不 收敛 于 — 2 附近 的 根 . 取 ro = 一 2, 计 算 如 下 : 


= 一 2 


To 


3.901 234 568 z: 
2 455.526 067 … 


2.333 333 333 
19. 458 450 39 


х= 


由 计算 结果 可 知 , 该 闪 代 公式 不 收敛 于 1.5 及 一 2 附近 的 根 . 
4. 用 迭代 法 求 x? 一 2z 一 5 = 0 的 正 根 .下面 有 三 种 迭代 公式 : 
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=. Es: (Vr +s. 
先 判 定 它们 在 xz。= 2 附近 的 收敛 情况 ,并 选择 收敛 的 方法 求 出 此 根 ,要 求 结果 精确 到 4 位 
小 数 . 

解 ”首先 判定 各 迭代 公式 在 z = 2 附近 的 收敛 情况 . 


а жш) = 05, go = 32. 
BA pa) 在 z, = 2 附近 连续 . 
, PET 735622: 
因为 ZG) = 0) 320 -6> 1， 


故 收敛 判 别 法 失效 ,但 通过 实际 计算 可 知 选 代 公式 = = 2 Š 在 z, = 2 附近 不 收敛 . 


= 10z 


== 5 TTE = "= 
(2) + gG) = Z= G) = бу G > 


显然 g(z) 在 xo = 2 附近 连续 . 


因为 pa) = 2) - 0022; =—5, 
lga 1>1, 
故 收敛 判别 法 失效 ,但 通过 实际 计算 知 迭 代 公式 x = — s š fE zo = 2 附近 不 收敛 ， 
(3) 5 ga) = Var +5 = (2r +5)”, 
, 1 2 2 
) = (2r +5) 了 了 х2 = Z@z +s3 = ————.. 
Асы за T sYGz FoF 
显然 p(z) fE zo = 2 附近 连续 . 
А 2 
(za) = g (2) = ——— =0.154 <1, 
N resme з/@ х2 FS 
所 以 迭代 公式 = = /2х +5 fE zo = 2 附近 收敛 . 
下 面 用 迭代 公式 z = Vr +5 列表 计算 求 方程 的 根 . 
因为 所 求 根 要 求 精确 到 4 位 小 数 , 所 以 
e = + x107 = 0.00005. 
列表 计算 如 下 : 
k хь [ањ —z | 
° 2 
1 2.080 083 823 0. 080 083 823 
2 2.092 350 678 0.012 266 854 
3 2. 094 216 996 0. 001 866 318 
4 2. 094 500 652 0. 000 283 656 
5 2. 094 543 758 0.000 043 105 


显然 | хыл — x, | = 0. 000 043 105 < 0. 000 05,# х" = 2. 094 543 758 = 2. 094 5. 
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5. 用 松 驰 法 将 第 4 BERARO) 加 速 ,并 求 z, 一 2 附近 的 根 ,使 其 精确 到 4 位 小 数 . 
解 ” 原 方程 的 根 要 求 精确 到 4 位 小 数 ,所 以 取 绝 对 误差 上 限 


e = х10* = 0. 00005. 
因为 Ф) = 20257, 


故 L, = ZG) = Z@x +574, 
加 速 迭代 公式 ( 松 驰 公式 ) 为 
хич =p) = Vn F5, 
Lin = Tn + (1 w) 
72221 
w = I-L 
列表 计算 如 下 : 
k = gln) L, [ам 一 1 
0 2 2. 080 083 23 0. 154 080 283 wh 
1 2.094670012 2.094 569 493 0. 151 956 469 0. 094 670 012 
2 2.094 551 482 2.094 551 482 0.151 959082 0.00011853 
3 2.094 551 482 = kaqa 0. 000 000 000 
所 以 zx* = 2.094 551 482 = 2. 094 6. 
6. 用 迭代 法 计算 z = cosz 的 正 根 收敛 较 慢 . 试用 Aitken 方 法 加 速 收敛 , 求 此 根 ,使 其 
精确 到 4 位 小 数 , 并 与 迭代 法 的 收敛 速度 比较 . 
解 : AER = = cosz 的 正 根 精 确 到 4 位 小 数 ,所 以 取 绝对 误差 上 限 


e = 1 x107 = 0.000 05. 


方法 1 ”简单 迭代 法 . 
Wro = 10 列表 计算 如 下 : 
k ЁЛ хыл 2 
0 10 
1 0. 984 807 75 
2 0. 999 852 29 0. 015 044 54 
3 0. 999 847 74 0. 000 004 55 
所 以 х* = 0. 999 847 74 ~ 0. 999 8. 
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方法 2 Aitken MEAR. 
йз = 10 列表 计算 如 下 : 


k 
0 
1 


2 


= Ten Ten [ma — 1 
10 0.984807753 0. 999 852 287 = 
0. 999 827 223 0. 999 847 747 0. 999 847 741 9. 000 172 777 
0. 999 847 741 == == 0. 000 020 518 


ЯТЫ х" = 0.999 847 741 == 0. 999 8. 
7. 用 Newton 和 迭代 法 : 


D 不 开平 方 计算 V10, 且 使 其 结果 精确 到 5 位 小 数 . 


解 + х= /10, 2° —10=0, 
再 令 f(x) = 好 一 10 = 0, 
故 Newton 迭代 公式 为 
е РС а eh l DER | 10. 
=a = a £ =a I аы), 


即 


жы = TG +10), 
ж 


取 zo =З,є = + X10 = 0. 000 005, 列 表 计算 如 下 : 


k = [ам =z | 
0 3 

1 3.166 666 667 0.166 666 667 
2 3.162280702 0.004385 964 
3 3.16227766 0. 000 003 041 


Ж х" = 3.162 277 66 = 3. 162 28. 
(2) 计算 方程 z? — z 一 1 = 0 {Е 1.3 附近 的 根 ,精确 到 5 位 小 数 . 
解 ” 据 题 设 ,近似 根 的 绝对 误差 上 限 为 


e = 0.5 X 105 = 0. 000 005. 


令 fa) = z' —z—1 = 0, 
Newton 迭代 公式 为 
Ta Susa GR, 
f G.) 
其 中 fGa) = аў ль —1, f G) = 304-1. 
列表 计算 如 下 : 

k = f(z) f'a) Ган — z | 
0 1.3 一 0.103 4.07 一 
1 1.325307125 0.002 513 965 4.269 316 929 0.025 307 125 
2 1.324718281 0.000001378 4.264635 568 0.000588 844 
3 1.324717 957 一 一 0. 000 000 323 
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所 以 x* = 1.324 717 957 == 1. 324 72. 
G) 计算 2z = e> 的 根 ,精确 到 4 位 小 数 ,并 与 1 题 中 (2) 的 收敛 速度 作 比较 . 
解 ” 据 题 设 ,近似 根 的 绝对 误差 上 限 为 
e = 0.5 x 10 = 0. 000 05. 


令 f(z) = 2x —e* = 0. 
Newton 迭代 公式 为 
ла 一 一 (ж . 
f С) 
其 中 fGa) =2m 一 cm， f) =2+е“®. 
列表 计算 如 下 : 
k = | ze — z | 
0 1 一 
1 0.310 724 807 0. 689 275 193 
2 0. 351 511 258 0. 040 786 451 
3 0.351 733 704 0. 000 222 446 
4 0.351 733711 0. 000 000 007 


ЖЫ х" = 0.351733711 œ 0. 3517. 
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习题 3 解答 


1. 用 Gauss 顺序 消 元 法 求解 下 列 方程 组 hx = b. 
1 


iT ай) +1 
|m -1-2 0 1 —1 


i Шы 
га 2 2 


-2 1 1 {ња =-2 0 3 一 1 
1-1 i1 
2 
-p12 4 
оо 2 :6 
z, = 6/2 = 3, 


m =—-1+1x3=2, 
m =1+1х3-1х2 = 2, 
所 以 x` = [а m аљ] =(2 2 3). 


4 3 2 1 1 
3432 1 
ФА = 3 з 2 |1) 
1234 -1 
4321 1 
3 4 3 2 1 |та = 3/4 
@ib=-|, заз | -lnn=l12 
1 2 3 4 :- Шта = 1/4 
[4 3 2 1 1 
a) |o 74 3⁄2 5⁄4 i 1⁄4 
о 3⁄2 3 5⁄2 i-—3⁄/2|ma = 6/7 
lo 5/4 5/2 15/4 :—5/4 та = 5/7 
поз 3 АЕ p 
(2) |o 74 3/2 5⁄4 i 1⁄4 
0 0 12/7 10/7 —12/7 


lo 0 10/7 20/7 
га 3 2 1 


i —10/7]ma = 5/6 
1 


(3) |o 74 3/2 5/4 1/4 
0 0 12/7 10/7 -12/7|” 
0 0 о 35/21 : 0 
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ze = 0/(35/21) = 0， 
z, = (—12/7 —0 x10/7)/(12/7) =—1, 
zz = [1⁄4 — (5/4) x0 —3/2(—1)J/G/4) = 1, 
z = [1-1х0-2х(-0 —-3Xx1]⁄4 = 0. 
所 以 x* = CriszozazOT = (0,1, —1,0)7. 
2. 用 列 主 元 消 元 法 解 下 列 方程 组 Ax = b. 


38: 2 4 
Таре 中 -| 
5 -1 5 


ma =— 3/10 
ma = 5/10 = 1/2 


下 -| | | 
0 5/2 5 : 5/2 


0 —7 0 $ 
"оз Ë 52 5 i sa| 
0 —1/10 6 }61/101т» = (—1/10)/(5/2) =- 1/25 
-7 
D Ë 0 


7 
o 52 5 i sa|; 
о о 31/5 ;31/5. 
zs = (81/5)/(31/5) = 1, 
ma = (5/2 —5 x 1)/(5/2) =—1, 
zı = [7 —0 x1— (—7) х(—1)]/10 = 0. 
所 以 x* = (ziyzayzs)7 = (0, —1,1)7. 


2 0 1 0 
2 2 3 2 一 2 
(2)A = ES 1" pa 27 
8 1 S 6 
解 
(A į b) = ? 
4 


2|ma = 2/6 = 1/3 
7|ma = 4/6 = 2/3 
0 Jma = 0/6 = 0 


пеп 
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1 一 和 1 —5 
a) 0 5/3 5 11⁄3 
— o сїз 4 13/3 
2 0 1 ; 0 
i E 
пеп |0 —11/3 4 13/3 “її 
о 53 5 N⁄3 i —4|т= = G/3)/C—11/3) =—5/11 
2 0 1 o 1те = 2/C—11/3) =—6/11 
1 —6 =5 i 
_ 2) 0 一 11/3 4 13/3 
jo o 75/11 62/11 
о о з/п 37/11 
1 二 各 po 
(3) 0 一 11/3 4 13/3 
0 0 74/11 62/11 
о о 0 39/25 


= (— 78/25)/(39/25) =- 2, 


х 
ху = [— 9 — 62/11 х (— 2)]/075/11) = 1/3, 
za = [— 11 — 13/3 x (一 2) —4 X 1/3]/6— 11/3) = 1, 
zı = [6 +5 х (2) +6 х1/3—1х1]/6 = 一 1/2. 
ИЦ x` = GeozezszOT = (—1/2,1,1/3, — 2)". 
1 1 -17 
Tn 1 °] К 
1 -1 0 
解法 1 
1з атто ЖИК 
b 1.0 01-0 >lo -1 2 1-2 10 
1-1 о 001 о-2 1 і-101 
a $ 1 i-1 1 | 
— jo ı -2 :2 -10 
00 —3 :3 -21 
оо i0 1⁄4 1⁄3 
-2f чо o iA 4 
0 o 1 }-1 2/3 —1/3 
验证 : 
1 1 =r 1⁄3 1⁄3 1 0 O 
k t ,| 1⁄3 zal- fo 1 o| 
1 -1 ol 2⁄3 —1/ 0 0 1 
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1 1 -1 0 1⁄3 1⁄3 
所 以 1 | -| 1/3 -zal 


1 -1 0] —1 2/3 —1/3. 
解法 2 
1 1 -1 ;1 0 0 T, $ 1 0 
ner 
Е 1 о іот I 1 1 -1 0 o] 
o -1 0 i0 0 1 -1 0 01 
a P 1⁄2 o jo 1⁄2 о] NN 1⁄2 hg. 1⁄2 
— 0 1⁄2 -1 il -1⁄2 Танк 0 一 3/2 io 一 1/2 
lo -3/2 0 :0 -1⁄2 1 0 1⁄2 il 一 1/2 
1о о іо уз 13 оо i 1/3 1/3 
(2) I 4 КАШЫ 4 j 
— [01 o io 1⁄4 -2⁄3a—— o 10 1⁄3 一 2/3|. 
lo o -1 il —2⁄3 1⁄3 0 0 1 2/3 一 L/3j 


11-1" о 1⁄3 1/3 
Ë: 1 о | = | о 1⁄3 4 
1-1 0 —1 2/3 —1/3. 

4. 用 直接 LU 分 解法 求解 第 1 题 中 的 两 个 矩阵 的 LU 分 解 ,并 求解 这 两 个 方程 组 . 


£. ' SE 
on- 2 ч) -| 
2: 0. 01 1 


解 ”列表 计算 如 下 : 
ип 一 1 иш =l из =1 
La =1/1=1 uz 一 2 一 1X1 一 1】 un 一 一 2 十 1 X1 一 一 1 


La = 一 2/1 =—2 Lx =[1—(—2х1)]/1 =3 иӊ =1—(—2) x(—1) —3x(—1) 一 2 
所 以 


将 A = LU 代入 原 方程 组 得 


Шх = 
令 Ux = 了 得 三 角 方程 组 
位 b, 
Ux = y. 
其 中 Ly = b, 


; у 
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解 此 三 角 方 程 组 得 

yx=1 

x=0—-x=-1 

y =1+2 Ху -3 Ху =1+2 Х1+3 х1 = 6. 
解 此 三 角 方程 组 得 


В Ох = b,BD 
11 -ЦПгГа У 1 
i ге | B ў Ë Я Ë | 
оо 72 3. Уз 6 
ху = 6/2 = 3, 


m = 一 1+zm =-1+3 = 2, 
m = 1-2 +z, =1-2+3 = 2, 
所 以 xz" = (a m 25) = (2 2 3)". 


4 3 2 1 1 
3 43 2 1 
(2)А = ‚ b= . 
; 2343 = 
1 2 3 4 =} 
解 ”列表 计算 如 下 . 
Шип =4 xz=3 un=2 ин 1 


La:Ln =3/4 La =2/4=1/2 Lu=1/4 
Uzun = 4 —9/4 =7/4 un =3—6/4=3/2 иң =2—3/4 = 5/4 
Le:La = (3 — (1/2) X3)(7/4) = 6/7 La = (2 一 (1/4) x 3)/(7/4) = 5/7 
Usg :us = 4 — (1/2) X 2 — (6/7) X (3/2) = 12/7 

им = 3 — (1/2) X 1 — (6/7) х (5/4) = 10/7 
Lea :La = [3 — (1/4) х2 — (5/7) x (3/2)]/(12/7) = 5/6 
Ug ua = 4 — (1/4) X 1 — (5/7) x (5/4) — (5/6) х (10/7) = 5/3 


1 0 0 4 3 2 1 
3⁄4 1 0 0 0 7/4 3⁄2 5⁄4 
р І = ` = . 
所 以 1⁄2 67 1 0 ш 0 0 12/7 10/7 
1/4 5/7 5/6 1. о 0 0 5/3 


H A = LU 代入 原 方程 组 得 


LUx = b. 

令 Ux = y, 得 三 角 方 程 组 
Ly =b, 
Ux = y. 


因 Ly = b,BD 
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3⁄4 1 0 о[у 
1/2 6/7 1 ojj» 
/4 5/7 5/6 11|у, 


—3⁄4 = 1⁄4, 

1 一 (1/2) — (6/7)>: 

1 —1/2 — (6/7) x (1/4) =— 12/7, 
x 一 一 1 一 (1/4)y — (5/7)y: — (5/6)уз 


=—1 — 1/4 — (5/7) x (1/4) 一 (5/6) x (— 12/7) = 0. 


因 Ux = у, 
4з 2 11 1 
о 7/4 3/2 5/4 |= 1⁄4 
o о 12/7 10/7||z| |-12/]' 
о о о 5/3jlz, 0 
解 得 
= 一 0， 
za = (一 12/7 —0 x10/7)/(12/7) = 一 1， 
ж = [1/4 —0 x5/4 — (— 1) x3/2] х (7/4) = 1, 
zı = [1-1х0-2х(-1) -3 x1]⁄4 = 0. 
所 以 x* = Catita sa)" = (0,1, 一 1,0)7. 
5. 用 追赶 法 解 三 对 角 方程 组 Ax = b, 其 中 : 
2 -1 о о O 1 
-1 2 -1 0 0 0 
A=|0 -1 2 -1 o|, p= 0. 
о 0 -1 2 -1 0 
о о 0 ~i 2 0 
M 设 b=f==(1 0 0 о 0)7T, 列 表 计算 如 下 : 
1 1 2 з | 14 5 
с а l =f Я = лай 
b, 2 2 2 2 2 
а т =i =i aag =f 
fi 1 0 o 0 0 
а 2 3/2 4/3 5/4 6/5 
B — 1⁄2 一 2/3 一 3/4 一 4/5 一 
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续 表 


ЕД 12 1/3 1/4 1/5 1/6 
= 5/6 2/3 1⁄2 1⁄3 1/6 
205 2 1 1 ly 

хес тот 3 P 
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习题 4 解答 


1. 用 Jacobi 和 迭代 法 和 Seidel 迭代 法 求解 下 列 方程 组 (要 求解 向 量 的 各 分 量 准确 至 三 
用 Jacobi 迭代 法 求解. 
解 DOH Jacobi 迭代 矩阵 : 


位 小 数 ). 
1 
7 
B, =- D> (L +U), 


1 Q fa 3 =g J 17а 
ol 2 А85: of: =§ Ё 
0 1 Я 4 1 1 -4ll> 
1 0 0 一 0.5 0 
|: o 1- Боз ° -asl 
5110 1 0 0 一 0.5 0 


一 0.5 0 0 
即 B= 0 一 0.5 0 
0 0 一 0. 


又 因为 d; = D`®b, 
05 о 01T3 1.5 
则 ,| 0.5 o JE- Fes} 
o о 0.5]14 2 
@ 列表 计算 : 
e = + x10™ = 0. 0005. 
x B, -D(L +U) PED 一 xb |< 
0 一 0.5 0 
一 0.5 0 一 0.5 
0 一 0.5 0 Ж 
se 1.5 2.5 2 
а» 2.75 —4.25 3.25 1.75 
хә 3.625 一 5.5 4.125 1.25 
m 4.25 — 6.375 4.75 0.875 
а 4. 687 5 = À 5.1875 0.625 
ae 5 —7.4375 5.5 0.4375 
x 5.21875 —7.75 5.71875 0.3125 
хә 5.375 — 7.968 75 5.875 0. 218 75 
z 5.484375 一 & 125 5.984375 0.15625 
д/з» 5.562 5 — 8. 234 375 6.0625 0. 109 375 
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续 表 


F B; =- D° (L +U) d, = Db | lx хо pa 
Paad 5.617 1875 —8.3125 6. 117 187 5 0.078 125 
Р ш 5. 656 25 — 8. 367 187 5 6. 156 25 0. 054 687 5 
gee 5.68359375 — 8.406 26 6. 183 593 75 0. 039 062 5 
xa 5.703125 — 8. 433 593 75 6. 203 125 0.027 343 75 
хї© |5.716796875 -8.453125 6.216796875 0.019 53125 
ха 5.726 5625 —8. 466 796 875 6. 226 5625 0. 013 671 875 
ЕШ 5.73340 —8.47656 6.23440 0. 009 763125 
ЕШ 5.73828 —84834 6.23828 0.006 84 
yn 5.7417 — 8. 488 28 6.2417 0. 004 88 
xw 5.744 14 — 8.4917 6. 244 14 0. 003 42 
P 5.74585 —849414 6.24585 0.002 44 
x 5.74707 8.49585 6.24707 0.00171 
РД 5.747925 8.49707 6.247925 0.00122 
x= 5.748535 — —8497925 6.248535 0.000 855 
уш 5.7489625 8.498535 6.248 9625 0.000 61 
xm | 5.7492675 8. 4989625 6. 249 267 5 0.000 427 5 
因为 Nz 一 zeo |æ =0.4275 x103 <0.5X103， 


故 x” =x% = (5.749, — 8. 499, 6.249)". 


(2)(D 构造 Jacobi 迭代 矩阵 ， 
B; = D’ (L +U), 


во о 11 0 0.125 0.125 
m B=|o 15 o| о 1-02 о os 
о о ші 1 О] 10.25 025 о 
又 因为 d; = D''b, 
-0.125 0 о ]f1) [—0.125 
则 o -02 о |ls|= | -3.2|. 
0 o —0.25][7 一 1.75 
O 列表 计算 : 
£ = + 2102 = 0.000 5. 
gt B; =- D° (L +U) а = Db | 1х9 — x” || — 
0 0. 125 0.125 — 0. 125 
0.2 0 0.2 =%2 
0.25 0.25 0 =1.75 
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续 表 


но о 
lx хә |< 


х® В, =—-D''(L +U) d; = D'b 
x —0.125 —3.2 —1.75 
хо — 0. 743 75 — 8.575 — 2. 581 25 0. 831 25 
x |—0.89453125 —3.865 —2.829 687 5 0.29 
= 一 0. 961 835 937 — 3. 944 843 75 — 2. 939 882 81: 0. 110 195 313 
хә — 0. 984 854 003 — 3. 980 343 75 — 2. 976 669 52 0. 036 787 109 
x |0. 994 626 709—3. 992 304 785 — 2. 991 299 438 0.014 629 516 
х® |0. 997 950 527— 3. 997 185 229—2, 996 732874 0.005 433 436 
x |o. 999 239 762 — 3.998 936 68 — 2. 998 783 93 0. 002 051 065 
= 一 0. 999 715 077 — 3. 999 604 74 — 2. 999 544 11 0.000 760 171 
х9 | 0. 999 893 606— 3. 999 851 838— 2. 999 829 9: 0. 000 285 843 
因为 lz® 一 z@ |. = 0. 285 843 х 10° <0.5 x102, 
故 x* = x@ = (—1.000, — 4.000, 一 3.000)T 
用 Seidel 迭代 法 求解 . 
ROO 构造 Jacobi ЖИКЕ: 
B, =- D> (L +U), 
—05 0 о ]1fo 1 0 0 -0.5 0 
B=| o -0.5 о Ji o 1|=|-05 o -0.5|. 
0 o —0.5Jlo 1 0 o -0.5 0 
又 因为 d; = D''b, 
0.5 0 01T3 1.5 
则 a=|o 05 0||-5|=|-2.5|. 
o о 0.5314 2 
O 列表 计算 : 
є =} x10% = 0.0005. 
хә B; =- D° (L +U) di = Db | ix —х% |< 
—0.5 0 1.5 
一 0.5 0 一 0.5 -25 
—0.5 0 | 2 
Же. 1.5 —2.5 2 
f аи 2.75 —4.875 4.4375 2.4375 
= 3.9375 —6.6875 5.34375 1.8125 
х0) 4.843 75 — 7. 593 75 5. 796 875 0. 906 25 
3⁄9 5. 296 875 — 8.046 875 6.023 437 5 0. 453 125 
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续 表 


т” В, =— D (L +U) 4 = ОЬ | I zt — x || — 
х 5.523 4375 — 8.273 4375 6. 1367185 0. 226 5625 
gs 5.63671875 —8.38671875 6.193 359 375 0. 113 281 25 
aa 5. 693 359 375 — 8. 443 359 375 6. 221 679 688 0. 056 640 625 
=m 5.721 679 688 — 8. 471 679 688 6. 235 839 844 0. 028 320 312 
ye 5. 735 839 844 — 8. 485 839 844 6. 242 919 922 0. 014 160 155 
209 5.742 91922 — 8. 492 919 922 6. 246 459 961 0. 007 080 078 
А? 5. 746 459 961 — 8. 496 459 961 6. 248 229 981 0. 003 540 039 
x 5.748 229 981 一 8.498 229 981 6.24911499 0.001770019 
3020 5.749 11499 — 8. 499114 99 6. 249 557 495 0. 000 885 009 
хао 5. 749 557 495 — 8. 499 557 495 6. 249 778 748 0.000 442 504 
因为 1299 – 299 |. = 0.442504 X 10° <0.5 x 10°, 


故 x”= x° = (5.749 一 8. 500 一 6. 250)7. 
(DO 构造 Jacobi 迭代 矩阵 : 


В =- D` (L +U), 


1⁄8 о 0]r 11 0 0.125 0.125 
B=|o 1⁄5 o|i о 11-02 о o.2|. 
o о all 1 о] 10.25 0.25 o 
又 因为 d; = рь, 
—0.125 0 0 1) [—0.125 
故 a=| о -02 о |3||=] -3.2 |, 
0 o -0.3 171 |-1.75) 
O 列表 计算 : 
є -+ x 10 = 0.000 5. 
x. B, "(L +0) а = Db | 1х9 —х® | — 
0 0.125 0.125 = 0. 125 
0.2 0 0.2 一 和 2 
0.25 0.25 0 -1.75 
а == 0. 125 = 3.2 — 1.75 
2” —0. 74375 — 3. 698 75 — 2. 860 625 1.110 625 
Ў ей — 0. 944 921 875 — 3. 961 109 375 — 2. 976 507 аш 0. 262 359 375 
а — 0. 992 202 148 — 3. 993 741 992— 2. 996 486 03: 0.047 280 273 
Кы — 0. 998 778 503— 3. 999 052 908— 2. 999 457 85: 0.006 576 355 
хә 一 0. 999 813 845 — 3. 999 854 34 — 2. 999 917 046 0. 001 035 342 
w 一 0. 999 971 423— 3. 999 977 694— 2. 999 987 273 0.000 157 578 
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因为 1 ze@ — zt li = 0. 157 578 x 103 <0.5 X 102, 
#k x° = x® = (— 1. 000 — 4. 000 — 3. 000)". 

2. 以 下 列 矩 阵 为 系数 矩阵 构成 线性 方程 组 , 试 判断 它们 对 Jacobi 迁 代 法 、Seidel 迭代 
法 的 收敛 性 。 


2.1 
0) |1 3 | 
1 2 


解 ”显然 该 系数 矩阵 弱 超 且 不 可 约 , 故 对 任意 初始 点 Jacobi 迭 代 法 、Seidel 和 迭代 法 均 
ж. 


of 


解 显然 该 系数 矩阵 不 满足 强 、 弱 超 条 件 , 故 需 分 别 讨论 两 种 迭代 法 的 收敛 性 
Ф 讨论 Jacobi 迭代 法 : 


因为 В, == D> (L +U), 
-1 о To 2 0 -2 
i ES [ 0 е ИБ [=a 0 } 
所 以 IB le =2>1. 
_ 一 А 2 m= 12 一 = 
又 因为 деса —В,) |; z| -3 =0, 
所 以 Аа =+(/3, 
即 pB) = /3 > 1. 
故 Jacobi 迭代 法 不 收敛 . 
加 讨论 Seidel 迭代 法 : 
因为 s =- (D +L) U, 
-1 0 To 27 ro -2 
Шш = Be А 让 b 3 } 
所 以 18; 1. =3>1. 
i oL 
又 因为 аео - ВУ) = |, | ЛӘ 一 3) = 0, 
所 以 h =0, о =3， 
即 p(Bs) = 3 > 1. 


К Seidel 迭代 法 不 收敛 . 
鉴于 Bs = (D+L) U HHD +L 比较 困难 ,可 以 通过 求解 方程 det[X(D +L) 
+U] = 0 来 计算 p(Bs). 


二 k. 2 
为 р+1) +0) = = 2404-3) =3 
因 det[X(D +L) +U] | il ЛО 3) 
所 以 м =0, м =3. 
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вр pB) =3>1. 


3. 设 方程 组 
5 1-01 “0 о 


试 证 明 用 Jacobi 迭代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 


= aman || 
апаз ` 
证 因为 
В, =- D` (L +U), 
__ [Man 0 Jë “=]-[ 0 кла 
M БРЕ ез leani е 
А ам /ам 2 азап 
又 因为 ае — B;) za jäe 1 апаа? 


所 以 кв) -11= | /全 
anaz 


因为 Jacobi 迭代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 


B) = | [22a | 一 1， 
е3 апа 
y = asan 
由 此 证 得 p= ата ai 


1 аа 

овас} 1 "оян 
аа 1 

(1) 车 A 正定 ,a 的 取 值 范围 ; 

(2) О Б ЦОК ,а 的 取 值 范围 . 

解 (1) 若 4 正定 , 则 有 


a 1 
° 1-а >0, 
所 以 лы 
а-аа +a) >20, 
ыш аа 


#- l <a <1,Ш а ВС + D. 


《2) 简单 迭代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 
gB) <1. 
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даа 
аек – В) = |а А а| = Q —a)Q —a)Q +20) = 0, 
аал 
解 得 Аг =a, À =— 2a. 
所 以 PB) =| à; |=| 2a |<1. 


#k — 1/2 <a < 1/2, a 的 取 值 范围 为 (一 1/2,1/2). 
5. 求 下 列 矩 阵 的 14 Їз, A 12, ПА lles). 
0.6 0.5 
(a= Ba al 
ЖОЖ IAI 与 141=: 
IAI =0.8, [Ай =1.1. 


@ж 141:: 
因为 
жа = 6 Ан ые б], 
0.5 0.3jLo.1 0.3] 10.33 0.34 
所 以 
ns |0037 038] 5.2 
detCAT Ar о a-a 0. 714 +0.016 9 = 0, 
解 得 м = 0.685, А: = 0.025. 
故 MA |z = VN = V0.655 = 0. 827. 
Ф КИРЕ ОСА). 
А-0.6 一 0.5 
因为 согд |72] 95 |е -0a +0.13 о, 
所 以 А = 0.719, àz = 0.181. 
故 ОСА) = 0.719. 


5 7 3 
(2)А = |7 11 2|. 
з 2 6 


їй @O 求 14 小 与 141-: 


lAl = 20, ПАП. = 20. 
ORREZ: 
А-5 -7 -3 
det(M А) =| -7 à—11 -—2|=2 – 224° +894 -1 =0. 

-3 -2 А-6 

解 此 方程 得 最 大 的 根 为 * = 16. 66. 

故 plA) = 16.66. 

图 求 二 范 数 14 12. 


因为 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 据 第 4 章 定理 4. 2 
(А) = ПА 12, 
所 以 ТА l2 = 16.66. 
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习题 5 解答 


1. 用 规范 化 宕 法 计算 下 列 矩 阵 的 主 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 , 当 特征 值 为 3 位 小 数 
稳定 时 终止 迁 代 . 


7 Зк 3 —4 3 
MA = |3 4 —1|, DA = Е 6 | 
=2 -I $ 3 8.1 


解 DRV = Us = (1,1,1)57, 则 
А 5 9.6058, ду ~ (1,0. 605 6, 一 0.394 5)". 
(2) ЖУ, =U = (1,1,7,0 
А ~ 8.86951, zı ~ (— 0. 604 22,1,0. 150 94)". 
2. 用 原点 平移 法 计算 4 的 主 特征 值 ,其 中 


815-1 0 
O $ 4 


取 p =— 4, HREH 3 ERASER ЕЗЕК. 
й ЖУ, =U = (1,1,1)7, 则 当 户 = 一 4 时 经 6 次 迭代 得 


А ~ 9.1247. 
2 1 0 

3. 设 A= Í 3 | ,用 反 短 法 求 4 的 最 接近 于 g = 1. 267 9 的 特征 向 量 ,迭代 次 数 为 
0 1 4 


2 次 . 
解 ”用 列 主 元 素 消 元 法 实现 4 一 ql 的 三 角 分 解 , 即 
13234-9) = Ш (gq=1.2679), 


1 0 0 1 1.7321 1 
L= 0 1 ‚ О = |0 1 2.7321 
0. 


. 7321 一 0.26807 1 0 0 2.9405 x 10™. 


其 中 


第 一 次 迭代 : 
H ОУ; = U, = (1,1,1)7 得 

V, = (12692, 一 9 290. 3,3 400. 8)7, U, = (1, — 1. 731 98,0. 267 95)". 
第 二 次 迭代 : 
H LUV: = 1.3.1350. 得 

V, = (20404, 一 14 937,54 674)7, U, = (1, — 0.732 06,0. 267 96). 
所 以 x, = U, = (1, 一 0.732 06,0. 267 96)7. 


Ë хд) = (1,1 一 V3,2 一 V3)T = (1, —0. 73205,0. 267 95)". 
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习题 6 解答 


1. 已 知 函数 /(z) = e“ 的 数 表 如 下 : 
xz | —06 | -o4 | -02 | o 0.2 0.4 0.6 


yi 0. 697 676 52 114 | 0. 960 789 + 0. 960 789 | 0. 852 114 | 0. 697 676 


试用 二 次 、 三 次 插值 ,计算 z = 0.35 Ë z = 0.55 时 函数 的 近似 值 . 
解 (1) 使 用 二 次 插值 . 


Ф= = 0.35. 
方法 1 利用 三 点 (0,1),(0. 2,0. 960 789), (0. 4,0. 852 114) 做 二 次 插值 . 
L,G) = y STU) (z —s)(z — zs) (z —z;)(z n) 
ш I (ж, C mO Gas — zs) `” (ба, — zs)(za — zs) Czs — zs) (as — zo) 


= 1 x [(0. 35 —0.2)(0.35 — 0. 4)]/[(0 一 0.2)(0 一 0.4)] +0. 960 789 
х[(0. 35 一 0)(0. 35 —0.4)]/[(0. 2 —0) (0. 2 — 0. 4)] +0. 852 114 
x [(0. 35 — 0) (0. 35 — 0. 2)]/[(0. 4 — 0) (0. 4 — 0. 2)] 
= 0. 885 795. 
HE2 利用 三 点 (0. 2,0. 960 789), (0. 4,0. 852114), (0. 6,0. 697 676) 做 二 次 插值 . 

La (x) = 0. 960 789 x [(0. 35 — 0. 4) (0. 35 — 0. 6)]/[ (0. 2 — 0. 4) (0. 2 — 0. 6)] 
+0. 852 114 x [ (0. 35 — 0. 2) (0. 35 — 0. 6) ]/[ 00. 4 — 0. 2) (0. 4 — 0. 6)] 
+0. 697 676 x [(0. 35 — 0. 2) (0. 35 — 0. 4)J/[(0. 6 — 0. 2)(0. 6 — 0. 4)] 

= 0. 883 573 031. 
@х = 0. 55. 

L(x) = 0. 960 789 x [ (0. 55 — 0. 4) (0. 55 — 0. 6)]/[ (0. 2 — 0. 4) (0. 2 — 0. 6)] 
+0. 852 114 x [(0. 55 — 0. 2) 00. 55 — 0. 6) ]/[ (0. 4 — 0. 2) (0. 4 — 0. 6)] 
+0. 697 676 x [(0. 55 — 0. 2) (0. 55 — 0. 4) ]/[(0. 6 — 0. 2) (0. 6 — 0. 4)] 

= 0. 740 575 781. 
(2) 使 用 三 次 插值 . 
Dr = 0.35. 
方法 1 ”利用 四 点 (0,1),(0. 2,0. 960 789), (0. 4,0. 852 114),(0. 6,0. 697 676) 做 三 

次 插值 . 

Lalz) = 1 x [(0. 35 —0. 2) 00. 35 一 0.4)(0. 35 — 0. 6)]/[(0 — 0. 2)(0 — 0. 4)(0 — 0. 6)J 
+ 0.960 789 х [(0.35 — 0)(0.35 — 0.4)(0.35 一 0.6)]/[(0.2 — 0)(0.2 
—0.4)(0.2 
— 0. 6)] +0. 852 114 x [ (0. 35 —0) 60. 35 —0. 2)(0. 35 — 0. 6)J/[(0. 4 —0)(0.4 
一 0.2)(0.4 — 0.6)] + 0.697 676 х [(0.35 一 0)(0.35 一 0.2)(0.35 
—0.4)]/[(0. 6 
—0)(0. 6 — 0. 2) (0. 6 — 0. 4)J 

= 0. 884 498 851. 
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方法 2 利用 四 点 (一 0. 2,0. 960 789),(0,1),(0. 2,0. 960 789), (0. 4,0. 852 114) 做 

三 次 插值 . 

Таба) = 0. 960 789 x [(0. 35 —0) (0. 35 一 0.2)(0. 35 一 0. 4)]/[( 一 0.2 一 0)( 一 0.2 一 0.2) 
(一 0.2 一 0.4)] +1 x [(0. 35 +0. 2)(0. 35 一 0.2)(0. 35 —0.4)]/[(0 十 0. 2)(0 
一 0.2)(0 一 0.4)] +0. 960 789 x [ (0. 35 +0. 2) (0. 35 —0) (0. 35 一 0. 4)]/[ (0. 2 
十 0.2)(0.2 一 0)(0.2 — 0. 4)] + 0. 852 114 x [(0.35 + 0. 2) (0. 35 — 0) (0. 35 
一 0.2)]/[(0.4 十 0.2)(0.4 一 0)(0.4 一 0.2)] 

= 0. 885 305 109. 
@х = 0.55. 

LLC) = 1 x [(0. 55 —0. 2) (0. 55 — 0. 4) (0. 55 — 0. 6) ]/[(0 — 0. 2)(0 — 0. 4)(0 —0. 6)J 
+ 0.960 789 х [(0.55 — 0)(0.55 — 0.4)(0.55 — 0.6)]/[(0.2 — 0)(0.2 
—0.4)(0.2 
一 0.6)] +0. 852114 x [ (0. 55 一 0)(0. 55 一 0. 2) (0. 55 一 0. 6) ]/[ 60. 4 —0)(0. 4 
— 0.2)(0.4 — 0.6)] + 0.697 676 x [(0.55 — 0)(0.55 — 0.2)(0.55 
一 0.4)]/[(0.6 
一 0)(0.6 一 0.2)(0.6 —0.4)] 

= 0. 739 279 632. 


2 MAEM sinz 在 z = 0, 到 至, 到 RE 处 的 值 , 求 ып), МАНИ. 
解 首先 列 出 如 下 数 表 


= | 0 | z к. x z 
6 4 3 2 
» | 0 | 95 |0.7o7 106781| 0. 866 025 403 1 
sinD) а L CS) 
ст 0005-х) кук - 5) 
-oros O Ре ра 
сос ӘС pP CT 


оя хуя луук — 
OC 6265 3265 ) 


x 
2 
оу хук _ xy( = — к 

‹ DG 6 4 3) 2) 


x oZ- II-III 
Cs DCG 6285 4265 2) 
m y хут RK _ x 
с DG 6263 426379) 


+0. 866 025 403 х 


хоу тух лул _ x 
G DC 6265 P 3) 


Ж. x RZ тул — x 
© осу 6) 42 3) 


+1х 
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= 0.587 809 514 
估计 上 述 近似 值 的 绝对 误差 


a x 
ко | | S. | = 


5! 


x оул куол пул лук -- x 
(FO) 6066 4265 3265 2) 
5х4х3х2х1 


= 0. 000 034 002 
= 0. 3400 x 10. 


所 以 近似 值 Le (Z ) = 0. 587 809 514, 精 确 至 第 四 位 小 数 为 0. 587 8. 
3. 利用 以 下 数 表 


P 0 0.2 04 | 06 0.8 1.0 
SCn) 0 0.19956 | 0.39646 | 0.58813 | 0.77210 | 0.94608 


计算 积分 


SG) 


J sa 


Щ S(z) = 0. 45 时 ,z 的 值 . 


解 “利用 反 揪 值 丽 数 z = L (S) = Уд) IFA S = 0.45,Ж т = Ls (0.45) МИЙ. 


x = 100. 45) 

= 0 +0. 2 x [ (0. 45 — 0) (0. 45 — 0. 396 46) (0. 45 — 0. 588 13) (0. 45 — 0. 772 10) (0. 45 
— 0. 946 08)]/[ (0. 199 56 — 0) (0. 199 56 — 0. 396 46) (0. 199 56 — 0. 588 13) (0. 199 56 
—0. 772 10) (0. 199 56 — 0. 946 08) ] + 0. 4 x [ (0. 45 — 0) (0. 45 — 0. 199 56) (0. 45 
一 0.588 13)(0.45 —0.77210)(0.45 一 0.94608)]/[(0.39646 — 0)( 0. 396 46 
— 0. 199 56) (0. 396 46 — 0. 588 13) (0. 396 46 — 0. 772 10) (0. 396 46 — 0. 946 08)] 
+0. 6 x [(0. 45 — 0) (0. 45 — 0. 199 56) (0. 45 — 0. 396 46)(0. 45 — 0. 772 10) (0. 45 
一 0. 946 08)]/[ (0. 588 13 — 0) (0. 588 13 — 0. 199 56) (0. 588 13 — 0. 396 46)(0. 588 13 
— 0. 772 10) (0. 588 13 — 0. 946 08)] + 0.8 x [(0. 45 — 0) (0. 45 — 0. 199 56) (0. 45 
—0.39646)(0.45 —0.58813)(0.45 一 0.946 08)]/[(0.77210 一 0)(0. 77210 
一 0. 199 56)(0. 772 10 一 0. 396 46)(0. 772 10 — 0. 588 13) (0. 772 10 — 0. 946 08)) 
+1.0 x [(0. 45 — 0) (0. 45 — 0. 199 45) (0. 45 — 0. 396 46) (0. 45 一 0. 588 13) (0. 45 
— 0. 772 10) ]/[ (0. 946 08 — 0) (0. 946 08 — 0. 199 56) (0. 946 08 — 0. 396 46)(0. 946 08 
— 0. 588 13)(0. 946 08 — 0. 772 10)] 

= 0. 455 210 535. 
4. 试用 Newton 插值 求 经 过 . 
ж ниж. 


一 3, — 1),00,2),(3, —2),(6,10) 


次 插值 公式 . 
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° 
| 
s 
l 
“|= 
І 
| 


8 23 
6 10 4 162 


所 以 : 
МС) =—1+1x(z+3) +C Д) X (z+3)(z —0) +{ xG +3)Gz —0 (z —3). 


ANa) = 2,0 


5. 给 出 函数 fO) 的 数 表 如 下 : 


22.213 
18 9512 


0.1 0.2 0.5 
0. 70010 0.401 60 — 0. 437 50 
试 利用 该 数 表 求 方程 f(z) = 0 在 0. 3 55 0.4 之 间 的 根 . 
ж ” 列 出 均 差 表 

0.1 0.70010 

0.2 0. 401 60 一 2.985 

0.3 0. 108 10 一 2.935 0.25 

0.4 —0.17440 — 2.825 0.55 1 

0.5 — 0. 437 50 — 2.631 0.97 1.4 1 
所 以 


f(z) = Ni(z) = 0.700 10 一 2.985(z — 0. 1) 十 0.25(z 一 0.1)(Cz 一 0.2) + (z 
一 0.1)(z 一 0.2)(z 一 0.3) +(z 一 0.1)(z 一 0.2)(z 一 0.3)(z 一 0.4) 
=х*—3х+1. 


令 f(z) =N) = 0 8 


= —3z +1 = 0. 
J z = 0.35, 用 Newton 迭代 法 求 Kz) = 0 在 0.3 与 0.4 之 间 的 根 ,并 将 计算 结果 列表 如 下 : 
ты = z 2239 +1 
m = z 3 

k I ЕД | ан 21 

0 0.35 

1 0. 337 628 159 0.012 371 841 

2 0.337 666 765 0.000 038 606 

3 | 0. 337 666 765 | 0. 000 000 000 


# х" = 0.337 666 765. 
6. 试 构造 一 个 三 次 Hermite 插值 多 项 式 ,使 其 满足 
уо) =1, fO =0.5, f(D) =2, f'A) 一 0.5. 
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解 ”由 题 意 列表 如 下 : 


і ж | Ка) | F 
0 0 | 1 | 0.5 
1 | 1 | 2 | 0.5 
aG) = 0+2 x ZZZ е (| +2 ха 0а 15 = (1 +2nG —1#, 
2) —20 x 1-0 0E 
同 理 
aG) = а +2 х #——Ж-у(#—#®у' рахат =h =0)* = #63 —2x), 
Вб) = = тер a (0021) = 202-1), 
BG) = a-a Ey = aD О) = (= DZ. 
因为 Hs(z) жЕ + ула (х0) + yopBo (z) + ув, (z), 
所 以 H,(z) =—= 十 1.5zz 十 0.5z +1. 
7. 确定 一 个 不 高 于 四 次 的 多 项 式 p(x) ,使 得 
gO = 0) 0. Ф) =G) = 0) = 1. 
f ” 先 由 gp(0),p(1) ,pC2) 构造 一 个 Newton 插值 多 项 式 Na (т). 
列 均 差 表 
о о 
млі 
2 1 0 -1⁄2 
因为 ”Ne(z) =0+1х(ж—0) +C 1⁄2 xz 一 0)(z 一 D) =Z +>, 
令 pila) = № (z) + (az +b)(z —0)(z —1)(z —2), 
则 PG) = +Z +Š + (ат +b)(z —0)G — DG —2). 


Pla) = —z +$ аба — DG — 2) + (az -br — G —2) 
+ zlar +b)(z —2) + бат +B)(z —1), 
0) = 3 +2b = 0, 


эга) =} -a b= 1, 
` Po $ = 3 
所 以 a=+' b ге 
故 nG) = а Зао +1. 


8. 已 知 下 表 中 z: y: 的 数据 及 边界 条 件 S'(0. 25) = 1. 000 0,S'(0. 53) = 0. 686 8. 试 
求 三 次 样 条 插值 函数 SC). 
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= | 0 0.30 оз | о | оз 
ж» | 0.5000 1 0.5477 0.6245 | 6708 | 0.7280 
解 ”由 题 意 ,将 有 关 数 据 列表 如 下 : 
了 =; У h; di 
0 0.25 | 0.5000 0.05 一 
1 0.30 | 0.5477 0.09 0.6429 — 0.3571 | 2.7542 
2 0.39 0.6245 0.06 2.4130 
3 0.45 0.6708 0.08 0.5714 | 0.4286 | 2.2421 
4 0.53 0.7280 = 一 | — = 
ИЖ а-ш'—ш5'(0.25) = 2.7542 —0.6429 X 1.0000 = 2.1113, 
=н’ = d, — ÀS (0. 53) = 2. 242 4 — 0. 428 6 x 0.6868 = 1. 9477, 
2 0.3571 01 fmi] „111 
所 以 区 2 0. : Ë = Ë азо. 
0 0.5714 2 sJ .947 7. 
mi =0.9127, т: =0.8004, m, = 0. 7452. 
В т = (т„,ту,т;,ту,т,)7 = (1. 000,0. 912 7,0. 800 4,0. 745 2,0. 686 8)T. 
故 
SGCz) 


S,G) = 1.88z' 一 2.424zz 十 1. 859 5z 十 0. 157 25, 
5,02) = 0. 793 82° 一 1.445 52° +1. 565 7x 十 0.186 7, 
Si(z) = 0. 633 3z3 — 1. 258 02° +1.4926z +0.1961, < € [0. 39,0. 45], 
5,02) = 0. 312 5z' — 0. 824 42° 十 1. 297 3z 十 0.225 5， <= € [0.45,0. 53]. 
9. 使 电流 通过 29 的 电阻 ,用 伏特 表 测 量 电阻 两 端的 电压 ,得 到 如 下 数据 : 
1, І 2 4 6 8 10 
v | 1з 82 | 120 | 158 | 2.2 


= € [0.25,0.30], 
= Є [0. 30,0. 39], 


试用 最 小 二 乘法 建立 1 与 V 之 间 的 线性 经 验 公式 (该 公式 对 于 校正 测量 所 用 的 伏特 表 有 


用 ). 
解 ” 设 V =V +RI, 将 表 中 数据 代 人 ,建立 超 定 方程 组 
V, =V, +RI, G = 1,6). 
该 方程 组 的 矩阵 形式 为 hx = y, 其 中 
1 五 1 
l L Vz 
1 1 _ TV。 А 
А |, L| == [Z]. = у, 
1 I, V; 
1, Vs 
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列表 计算 法 方程 组 4r4x = АТу 中 的 各 元 素 : 


i I L I V, Fl ТУ; 
1 | 1 | 1.8 1 1.8 
2 | 2 | 3.7 4 7.4 
3 4 8.2 16 32.8 
4 | 6 | 12.0 36 + 72.0 
5 | 8 155 | 54 126.4 
6 | 10 | 20.2 100 202 
> | 31 | 61.7 221 442.4 
由 上 表 | к 2, 
У, Ув Уу, 
6 зу, 61.7 
Mm [a i ] a be 小 
解 之 得 Vo =—0. 2156, R = 2.0321. 
故 得 经 验 公 式 一 一 0. 215 6 十 2. 032 11. 
10. 求 下 列 超 定 方程 组 的 最 小 二 乘 解 
2z +4y = П, 
3z—5y = 3， 
工 十 2y 一 6， 
2r+y=7. 
W “上述 超 定 方程 组 的 矩阵 形式 为 
Ax =F 
4 
3 -5 š 
其 中 4=-| у X = (2,у)7, Ү = (11,3,6,7)". 
1 
该 超 定 方程 组 的 法 方程 组 为 
АТАХ = АТҮ. 
其 中 АТА = [е ШО, X=(z,5)", A'Y = (51,48)7, 
=] [3.0403 
解法 方程 组 为 []= [L 241 8] 
11. 已 知 以 下 数据 : 
z [2190 [075 | —o.so | —o.2s] о [025 | oso | %75 | 1.00 


0.2209 | 0. 329 5 0.882 6 | 1. 439 2 2.0003] 2. 564 5 3.1334 | 3.706 1 4.2836 


试用 一 次 .二 次 ,三 次 多 项 式 按 最 小 二 乘 原 理 拟 合 以 上 数据 , 写 出 法 方程 组 ,并 求 出 最 小 二 
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乘 拟 合 的 二 次 多 项 式 . 

解 (1) 设 一 次 式 为 y = a 十 好 ,将 表 中 数据 代 人 ,得 到 超 定 方程 组 
0.2209 =a —b, 
0.3295 = a —0. 75b, 
0. 882 6 = a — 0. 5b, 
1. 439 2 = a — 0. 25b, 
2.0003 =a, 

2.5645 = a +0. 25b, 
3.1334 = a +0. 5b, 

3.706 1 = a +0. 75b, 
4 


. 2836 =a +b. 
其 矩阵 形式 为 
Ax = y. 
其 中 
1 =i 0. 220 9 
1 一 0.75 0.3295 
1 一 0.5 0. 8826 
1 —0.25 1.4392 
А-1 ob x= [$], y = [2.0003 
1 0.25 2.5645 
у 0.5 3.1334 
1 0.75 3.7061 
1 1 4. 283 6. 
列表 建立 法 方程 组 AT4x = Ау, ДН 
= У жу і 
— 1.00 0. 220 9 —0. 220 9 1.000 
—0.75 0.329 5 —2471 0.5625 
0.75 3.7061 2.7796 0.5625 
1.00 4. 283 6 4. 283 6 1.0000 
Уа =o У)» = 185601 |У) y: = 8.001 819 Ez = 3.75 


a ле ШЫ 


m Ë lll # be s]: 
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a] [2.062 2 
И Й | 133 al 
y = 2.062 2 + 2. 133 8x. 
(2) 设 二 次 多 项 式 为 y = а; Hbr + сол? ‚НЕК А. IREEN EHA 
2209 =a: —b +c, 
3295 = az — 0. 75b: +0. 562 5с:, 
882 6 = az — 0. 5b: +0. 25c, 


0. 
0. 
0. 
1.4392 = az — 0. 25b: +0. 062 5cz, 
2.0003 = az, 
2 
3. 
8. 
4. 


故 得 最 小 二 乘 拟 合 多 项 式 为 


564 5 = az +0. 25b: +0. 062 5cz， 
1334 = az +0. 56, 十 0. 25с:, 
706 1 = az +0. 75, +0. 562 5cz， 
2836 = ar +b +c. 
其 矩阵 形式 为 AX =Y, 其 中 


1 =1 1 0. 2209 
1 一 0.75 0.5625 0. 329 5 
1 -0.5 0.25 0. 882 6 
1 一 0.25 0.0625 az 1. 439 2 
А = |1 0 0 , <=]. Y = |2.0003|. 
1 0.25 0.0625 сг 2.564 5 
1 0.5 0. 25 3.1334 
1 0.75 0.5625 3.7061 
1 1 1 4. 283 6. 


该 超 定 方程 组 的 法 方程 组 为 ATAX = АТҮ. 


9 0 3.75 18.5601 
其 中 АТА = Ë 3.75 0 ‚ АТУ = | 8.001875 |, 
5. 


.75 0 2.76562 . 028 756 25 
9 0 3.75 7 fa: 18. 560 1 
即 Ë 3.75 0 Є | 
.75 0 2.765 625) Lez 8. 028 756 25. 
az 1.9599 
解 之 得 B s: Ë 133 i 
а 0. 245 5 


故 得 最 小 二 乘 拟 合 二 次 多 项 式 
y = 1.959 9 +2. 133 8z +0. 245 52?. 
(3) 设 三 次 多 项 式 为 y = аз + biz tar л" ,代入 数据 ,得 到 超 定 方程 组 
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0.2209 = as —b; — сз — d3, 

0.3295 = as — 0. 75b; + 0. 562 5с; — 0. 421 87543, 

0.882 6 = as — 0. 5b, +0. 25сз — 0. 12543, 

1.4392 = as — 0. 25 + 0. 062 5cs — 0. 015 625d; , 

2.0003 = az, 

2.5645 = аз +0. 25b, + 0. 062 5c, +0. 015 62543, 

3. 133 4 = as +0. 5b, +0. 25cs +0. 12543, 

3.133 4 = а; +0. 5b, +0. 25с; +0. 125d; » 

3.706 1 = as +0. 75b, + 0. 562 5c; +0. 421 875d; , 
4.2836 = as +b; +c +43. 

其 矩阵 形式 为 AX =Y, 其 中 


1 -1 1 -1 0. 220 9 
1 —0.75 0.5625 —0. 421875 0.3295 
1 -05 025 —0.125 本 0.8826 
1 一 0.25 0.0625 一 0.015 625 1.4392 
A=] 0 0 0 х= | |，Y = 2.031. 
1 025 0.0625 0.015625 Ж 2.5645 
1 05 0.25 0.125 ds 3.1334 
1 0.75 0.5625 0.421875 3.7061 
То 1 1 4.2836 
建立 法 方程 组 ATAX = ATY, 其 中 
9 0 3.75 0 
2 0 375 0 2.765 625 
АТА = ‚ 
3⁄5 0 2.165625 0 
о 2.765605 0 2.387 695313 
18.5601 
8. 001 875 
aY = 
8. 028 756 25 
.786 135 93 
9 0 3.75 0 аз 18.5601 
0 375 0 2.765625 ||b | _ | 8.001875 
即 |375 0 2.765625 0 ca | | 8.028756 25 | 
O 27665 0 2.387695313 |43 786 135 93 
а 1.9599 
b, 2.4272 
解 之 得 а| | 0.2455 


d, — 0. 388 1 


故 得 最 小 二 乘 拟 合 三 次 多 项 式 为 
у = 1.9599 +2. 427 2х +0. 245 52° 一 0. 388 122. 
12. 用 最 小 二 乘 原理 求 一 个 形 如 y = a + hx2 的 经 验 公式 ,使 其 与 下 列 数据 相 拟 合 . 
2 19 I 25 31 38 | 44 
y: 19.0 | 323 49.0 73.3 | 97.8 


解 ”由 以 上 数据 得 超 定 方程 组 
19.0 = a +361b, 
32.3 = a +6255, 
49.0 = а +9616, 
73.3 =a +144 4b, 
97.8 = a +193 6b. 
其 矩阵 形式 为 4X 一 了 ,其 中 


1 361 19.0 
1 625 32.3 
A=|1 961|, X=(a,b)", Y = |49.0|. 
1 1444 73.3 
1 1936 97.8 
建立 法 方程 组 
АТАХ = A'Y. 
ЖЕР 5327 ] a -[ 271.4 ] 
其 中 [s sy; 7277699j AY Las9 321.5' 
u [ 5 5327 ][9]-[ 2714 f 
5327 7277699116] 1369 321.5 
ај [0.972 6 
解 之 得 []- B 050 中 
故 得 经 验 公式 为 у = 0.9726 +0. 0522. 


13. 用 最 小 二 乘 原理 求 一 个 形 如 y = ае” 的 经 验 公式 ,使 其 与 下 表 内 数据 相 拟 合 . 


= 1 2 3 4 


У 60 30 20 | 10 
й ”因为 у = аё, 
所 以 lny = Іпа + hr. 
令 Y=ly, А=Шша, B=b, Х=х, 
则 Y =А+ВХ. 
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由 题 意 构造 表格 如 下 : 


i = » х, Y, х? XY: 

1 1 60 1 ln60 1 ln60 

2 2 30 2 1930 4 12900 

з з 20 з mo | э 108000 

4 4 10 4 mo | 16 1010000 
Уу 10 10360 000 30 In(4. 32 x 102) 


由 此 建立 法 方程 组 
4 107A ln360 000 
[5 sj[s]= P: 32 x ка 
解 之 得 А = 4.643650707 = 4.6437, B =0.578074351 = 一 0.5781. 
所 以 а = ед = 669260707 = 103,923, b = В =—0. 5781. 
故 得 经 验 公 式 为 
у = 103. 923041, 
M RER y = Vz ERME, 1] 上 的 最 小 二 乘 一 次 多 项 式 . 


解 ”根据 y ~ VE 得 [于 ,1] 区 间 上 的 数 表 ; 


=, 0.25 0.40 0.55 0.70 0.85 1 
Yi 0.5 0.6325 0.7416 0. 836 7 0.9220 1 


设 一 次 多 项 式 为 y = a 十 好 ,再 列表 计算 法 方程 组 . 


i x ЕД = ziyi 
1 0.25 0.5 0.0625 0.125 
2 0.4 0.6325 0.16 0.253 
3 0.55 0.7416 0.3025 0.407 88 
4 0.7 0.8367 0.49 0.585 69 
5 0.85 0.9220 0.7225 0.7837 
6 1 1 1 1 
> 3.75 4.6328 2.7375 3.1553 
所 以 [ 6 3.75 Ї _ K 632 И! 
3.75 2.737 5JL6 3. 155 3 


解 之 得 а = 0. 359 752381 = 0.3598, b = 0. 659 809 523 = 0. 659 8. 
故 得 函数 y = Vz txa 上 的 最 小 二 乘 一 次 多 项 式 为 
у = 0.359 8 +0. 659 8z. 
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习题 7 解答 


1. 分 别 用 复 化 梯形 公式 , 复 化 Simpson 公式 计算 下 列 积分 ,并 保留 9 位 有 效 数字 . 


= с. 
Dfi rE @-®. 


Р ЕГ 5 
W fO) = re RMT: 


т 0 | 1/8 | 2/8 3/8 4/8 


0. 031 128 404 0. 061 538 461 0. 090 566 037 0. 117 647 058 


5/8 6/8 1/8 


Сх) | 0.142 348 754 0. 164 383 561 0. 183 606 557 


中 复 化 梯形 公式 
T, = [(1/8)/2][0 +0. 2 +2 x (0. 031 128 404 +0. 061 538 461 + 0. 090 566 037 
+0. 117 647 058 + 0. 142 348 754 + 0. 164 383 561 + 0. 183 606 557)] 
= 0.111 402 354. 
© 复 化 抛物 线 公式 
S, = [(1/4)/6][0 +0. 2 + 4 x (0. 031 128 404 + 0. 090 566 037 + 0. 142 348 754 
+0. 183 606 557) +2 х (0. 061 538 461 + 0. 117 647 058 + 0. 164 383 561)] 
= 0.111 572 382. 


Wz G = 1O. 
Ш BSa) = VE 列表 如 下 


z 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 
f(z) 0 0. 316 227 766|0. 447 213 595|0. 547 722 557|0. 632 455 532|0. 707 106 781 

z 6/10 тло | вло 9/10 1 | — 
f(x) |0. 774 596 669|0. 836 660 026|0. 894 427 191 0. 948 683 298 1 | _ 
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OD 复 化 梯形 公式 
Tw = [(1/10)/2][o +1 十 2 x (0. 316 227 766 + 0. 447 213 595 + 0. 547 722 557 
十 0. 632 455 532 十 0. 707 106 781 +0. 774 596 669 十 0. 836 660 026 十 0. 894 427 
191 
+0. 948 683 298)]. 
= 0. 660 509 343. 
© BAE Simpson 公式 
S; = [(1/5)/6][0 +1 +4 x (0. 316 227 766 +0. 547 722 557 +0. 707 106 781 +0. 836 660 
026 
+0. 948 683 298) + 2 X (0. 447 213 595 + 0. 632 455 532 + 0. 774 596 669 + 0. 894 
427 191)] 
= 0. 664 099 575. 


er dr a= 10. 


解 ” 设 /(z) = е" ,列表 如 下 : 


2 0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 
fœ 1 0. 990 049 83310. 960 789 439|0. 913 931 185/0. 852 143 789|0. 778 800 783 
£ 6/10 7/10 8/10 9/10 1 
f(x) |0. 697 676 326|0. 612 626 394|0. 527 292 424|0. 444 858 066|0. 367 879 441 amy 
D 复 化 梯形 公式 


Тз = [(1/10)/2][1 +0. 367 879 441 + 2 х (0. 990 049 833 + 0. 960 789 439 
+0. 913 931 185 +0. 852 143 789 +0. 778 800 783 + 0. 697 676 326 +0. 612 626 
394 
+0. 527 292 424 + 0. 444 858 066)] 
= 0.746 210 796. 
© Ek Simpson 公式 
S; = [(1/5)/6][1 +0. 367 879 441 +4 x (0. 990 049 833 +0. 913 931 185 +0. 778 800 783 
+0. 612 626 394 +0. 444 858 066) +2 X (0. 960 789 439 +0. 852 143 789 +0. 697 676 
326 
+0. 527 292 424] 
= 0.746 742 37. 


wf? Vismzdr (п = 6). 
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解 ” 设 f(z) = V4 一 sinzz ,列表 如 下 : 


х 0 x/36 2x/36 3x/36 4х/36 Sx/36 x/6 
fia) . 998 100 0671. 992 447 3171. 983 182 4681. 970 538 56. 954 838 5621. 936 491 673 
© 复 化 梯形 公式 


Ts = [(х/36)/2][2 + 1. 936 491 673 +2 х (1. 998 100 067 + 1. 992 447 317 
十 1. 983 182 468 + 1. 970 538 561 + 1. 954 838 562)] 
= 1. 035 621 9. 
@ 复 化 Simpson 公式 
S, = [(r/18)/6][2 + 1. 936 491 673 + 4 х (1. 998 100 067 + 1. 983 182 468 
+ 1. 954 838 562) + 2 X (1. 992 447 317 + 1. 970 538 561)J 
= 1.035 764 127 


р} шы ao = p. 


解 ” 设 /(z) = sz, 列 出 下 列 数 表 ， 


z 0 x/16 2х/16 3x/16 4xz/16 
Sœ 1 0. 993 586 851 0. 974 495 358 0. 943 165 32 0. 900 316 316 
z 5/16 | 6к/16 75/16 7/8 - 
f(z) 0. 846 927 992 0.784 213 303 0. 713 585 487 0. 636 619 772 = 
O 复 化 梯形 公式 


Ts = [(x/16)/2J[1 +0. 636 619 772 +2 х (0. 993 586 851 +0. 974 495 358 
+0. 943 165 32 + 0. 900 316 316 +0. 846 927 992 + 0. 784 213 303 +0. 713 585 


487)] 
= 1. 369 459 608. 
回复 化 Simpson 公式 
S, = [(x/8)/6J[1 +0. 636 619 772 +4 X (0. 993 586 851 +0. 943 165 32 +0. 846 927 
992 


+0. 713 585 487 + 2 х (0. 974 495 358 + 0. 900 316 316 + 0. 784 213 303) ] 
= 1.370 764 075. 


2. 试 用 Romberg жашил E| e7 de. 要 求 误 差 不 超 过 0. 5 x 10%. 
2), 


解 виса ИЙ. 


令 fO) = e ,计算 : 
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те =L fo + fO] = + 十 cn] = 0. 683 939 72, 


5 


1+0 


тұ т ++ ы%@4% => 2 х0. 683 939 72 t> Leow = 0.731370 251, 


тә 


з 
1 
glg ole v= SS әј әј о» юе 


TP = 1% = 0. 747 180 428, 


a 
1 


TP ОА +e) = 0.742 984 097, 


=) 
1 


TË = {тё = 0.746 855 379, 


TP 一 Т = 0.746 833 709, 


тё +4 [eat + ey’ + ecamt] = о, 745 865 614, 


s 
' 


Е] 
П 


Te 一 {тр = 0.746 826 12, 


3 
І 


тә 一 ETP = 0. 746 824 169, 
T? = Өт? - фт” = 0. 746 824 018, 

w = Іт ал62 70? 十 „-®л®? 十 cqneot 十 ЛӨ? 
TP = те + [e eno еол? + cene + cene +e 


ТА ЕЕ + е-озлө* 670570? g, 


= 0. 746 584 596, 
TP = ÅTP Тр = 0.746 824 257, 


TP = TP -ẸTP = 0. 746 824 132, 


то = тр -$TP = 0. 746 824 132, 


256 1 
pahis byki 
тё 2551 255 Г* 0. 746 824 132. 
将 上 述 计算 值 列表 : 
сакав т, w: m T тр 
і 
0 + 0. 683 939 72 
1 2 0.731 370 251 | 0. 747 180 428 
2 4 0. 742 984 09 | 0. 746 855 379 | 0. 746 833 709 
3 8 0.745 865 614 | 0. 746 826 12 | 0. 746 824 169 | 0. 746 824 018 
4 16 |0.746 584 596 | 0. 746 824 25 | 0. 746 824 132 | 0. 746 824 132 |0. 746 824 132 
| 
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因为 үче Тф) = 0. 000 000 128 < 0. 5 x 10, 
=: 


所 以 2а = 2 xT® = 0. 842 700 792 == 0. 842 70. 
Vr Ук 


3. 试 分 别 用 梯形 公式 、Simpson 公式 与 Romberg 算法 计算 积分 |0. 5Vzdz. 
解 ”中 梯 形 公式 : 
T =PO +70) = 2100. 5/б +0. 5УТ] = 0.25 


@Simpson AR: 
5 = 1000.5/0 +0.5/1 +4 x 0.5 V0.5) = 0.319 035 593; 
@Romberg 算法 : 


т, = H20. 5v0 +0.5/1) = 0.25, 


T, = Т, ++f@.s) = 1 X0.25 + 1 x0.5 /0:5 = 0.301776 695, 


T. = 1т, +40.5 /1/4 十 0.5V374) = 0. 321 641 523, 

T, = ÈT, +40.5 V178 +0. 5 V378 +0. 5 /5/8 +0. 5/778) = 0. 329 065 
п, 

Sı = ÉT: - +T: = 0. 319 035 593, 


S, = T. — +T; = 0. 328 263 132, 
4 1р = 

S, = ат. — +T. = 0.331 539 64, 

с, = 165, – Ls, = 0. 328 878 301 

"215 К л ñ 
Pe 7 15, = 

C, = 165, – 15, = 0. 331 758073, 


Ri = $C — С, = 0. 331 803 784. 
4. 试 确定 系数 A,,A:,A: ,使 求 积 公式 
[ләде AfD +A C TD +A GD 
具有 2 次 代数 精度 . 


М fa) =1, 则 
2 = А, +A: + Аз, [0] 
4 fe) =z W 
0 =— A; – (1/3) X A; + (1/3) X Az, 
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$ fa) = т, 
2/3 = А, + (/9) X A; + (1/9) x А. @ 
联 立 式 OO@,.@ 得 
A, =1/2, А; =0, А; = 3/2， 


所 以 [лове +$ (3). 
再 令 fe) = r 代 人 上 式 得 
0—4 +t, 
所 以 ,所 求 数值 求 积 公式 具有 二 次 代数 精度 . 
5. 利用 Gauss 一 Legendre 求 积 公式 计算 积分 六 piat 分 别 取 n = 1,2,3, 并 与 真 


实 值 2arctan4 ~ 2. 651 635 4 比较 . 
解 Qa = 1, 则 
И 1 
| pat 7 Г, 1 Fit 
Е... 
1 十 16 х (1/3)? 1+16 х (1//3)* 
= 1. 263 157 895; 
© Жп = 2,0] 
4 1 
K гарб =j; rrit 
= 2 X 0. 555 555 556 х 4/(1 +16 X 0. 774 596 6692) 
+0. 888 888 889 x 4/(1 +16 X 0?) 
= 3. 974 842 768; 
Q Жп = 3, 则 
4 1 
[oe [raya 
= 2 x 0. 347 854 845 X 4/(1 +16 X 0. 861 136 312°) 
+2 х0. 652 145 155 х 4/(1 +16 X 0. 339 981 0442) 
= 2. 047 285 006. ， 
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习题 8 解答 


1. 已 知 初 值 问题 


1+= 
y(0) = 0. 
试用 Euler 法 , 取 不 同步 长 0. 1 和 0. 2, 分 别 计算 到 y(1) ,并 与 准确 解 


p~ 1 2y, о<х<1, 


_ 
xG) -去 


相 比 较 . 近似 值 和 准确 值 都 取 四 位 有 效 数字 . 
解 (1) 取 h = 0.1,Euler 公式 为 
位 = у. +АК, 


= ВЕЕ Сеа 
К = Му) = тру TA 


计算 结果 列表 如 下 : 
= >» K Han) 
0. 0000 0. 0000 1.0000 0.0000 
0. 1000 0.1000 0.9701 0. 0990 
0. 2000 0. 1970 0.883 9 0.1923 
0. 3000 0. 285 4 0. 754 5 0. 2752 
0. 4000 0. 3609 0.6016 0. 344 8 
0. 5000 0. 4211 0. 445 3 0. 4000 
0. 6000 0. 465 6 0. 3017 0.4412 
0. 7000 0.495 8 0.1795 0. 469 8 
0. 8000 0.5138 0.081 8 0. 487 8 
0. 9000 0. 5220 0.0075 0. 4972 
1.0000 0. 5228 = 0.500 0 


(2) ЖА = 0. 2, Euler 公式 为 
| = у. +АК, 


К = Лау) “туа —?%. 
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计算 结果 列表 如 下 : 


=, >. K yz) 
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 
0.2000 0.2000 0.8815 0.1923 
0.4000 0.3763 0.5789 0.3448 
0.6000 0.4921 0.2510 0.4412 
0.8000 0.5423 0.0216 0.4878 
1.000 0 0.5446 = | 0.5000 


2. 用 改进 的 Euler 公式 和 四 阶 经 典 R 一 K 法 , 取 步 长 h = 0. 1, 计 算 下 列 初 值 问题 的 近 
似 解 ,并 与 精确 值 比较 , 且 二 者 均 保留 四 位 小 数 . 
Y =х+у, 0<х<1, 
y0) = 1. 
此 问题 的 精确 解 为 y(z) 一 一 工 一 1 十 2er. 
解 (1) 改进 的 Euler 法 (h = 0.1) 为 
Ут = yn +hK", 
К" = (К, +K»), 


К, = flans yn) = z, + yns 
К, = flan +h,y, БАКІ) = (х, +h) + (y, КАК). 
计算 结果 列表 如 下 : 


= ЕД K,G = 1,2) K* уб) 
0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0.1000 1.1000 1.2000 1.1000 
0.1000 1.1100 1.2100 1.1103 
0. 2000 1.2310 1.4310 1.3205 
0.2000 1.2421 1.4421 1.2428 
0.3000 1.3863 1.6863 1.5642 
0.3000 1.3985 1.6985 1.3997 
0.4000 1. 168 4 1. 968 4 1. 833 5 
0.400 0 1. 581 9 1.9819 1. 583 6 
0.5000 1.7801 2.2801 2.1310 
0.5000 1.7950 2.2950 1.7974 
0.6000 2.0245 2.6245 2.4598 
0.6000 2.0410 2.6410 2.0442 
0.7000 2.3051 3.0051 2.8231 
0.7000 2.3233 3.0233 2.3275 
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续 表 


2, у. Kli=1,2) | к” yr) 
2.6256 3.4256 | 3.2245 | 
2.645 8 3.4458 | | 2.6511 
2.9904 3.8904 3.668 1 | 
3.0126 3.9126 | 3.0192 
3.4039 4439 | 41583 | 
1.0000 3.4284 


(2) 四 阶 经 典 R 一 KK 法 (h = 0.1) 为 
Ун = Ya КАК”, 


K* = i, +2K; 十 2Ks +K), 
K, = fläns Ya) = z, H yns 
К, = f(s + Бу 十 到 MK = (z, +h) + Су, ТАКО), 


K, = fta, Ву ВКО) = G. +h) + Су, ФАКа), 
K. = fs +h,y, +hK,) = (z, +h) + Су, +hK.). 


计算 结果 列表 如 下 : 

2, > kG = 1,2,3,4) к: ym) 
0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0.0500 1.0500 1.1000 
0.0500 1.0550 1.1050 
0.1000 1.1105 1.2105 1.1034 
0.1000 1.1103 1.2103 1.1103 
0.1500 1.1708 1.3208 
0.1500 1.1763 1.3263 
0.2000 1.2429 1.4429 1.3246 
0.2000 1.2428 1.4428 1.2428 
0.2500 1.3149 1.5469 
0.2500 1.3210 1.5710 
0.3000 1. 3999 1. 6999 1.5691 
0. 3000 1.3997 0. 6997 1. 3997 
0. 3500 1.4847 1.8347 
0.3500 1.4914 1.8414 
0.4000 1.5838 1.9838 1.8393 
0.4000 1. 5836 1.9836 1. 583 6 
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续 表 


= x KiG = 1,2,3,4) Waa) 

0.4500 1.6828 2.1328 

0.4500 1.6902 2.1402 

0.5000 1.7976 2.2976 2.1379 

0.5000 1.7974 2.2974 1.7974 
0.5500 1.1923 2.4623 

0.5500 1.9205 2.4705 

0. 6000 2.0445 2.6445 2.4679 

0.6000 2.0442 2.6442 2.0442 
0. 6500 2.1764 2.8264 

0. 6500 2.1855 2.835 5 

0. 7000 2.3278 3.0278 2.8326 

0. 7000 2.3275 3.0275 2.3275 
0. 7500 2.4789 3.2289 

0. 7500 2. 488 9 3. 238 9 

0. 800 0 2.6514 3.4514 3.2357 

0.8000 2.6511 3.4511 2.6511 
0.8500 2.8237 3.6737 

0.8500 2.8348 3.6848 

0.9000 3.0196 3.9196 3.6813 

0.9000 3.0192 3.9192 3.0192 
0.9500 3.2152 1. 4.1652 

0.9500 3.2275 4.1775 

1.0000 3. 4369 4.4369 4.1736 

1.0000 3.4366 3. 4366 
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